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Introduccion

La Aritmetica es la rama de las matematicas, cuyo objeto es el estudio
de los numeros y las operaciones elementales hechas con ellos, tales como:
suma, resta, multiplicacién y division. De igual manera como en otras areas
de la matematica, el sentido de esta asignatura ha ido evolucionando con el
desarrollo progresivo de las ciencias.

Sus origenes se pueden rastrear hasta los comienzos de la mate-
matica misma, y de la ciencia en general. Los registros mas antiguos datan
de la Edad de Piedra: huesos, palos, piedras talladas y escarbadas con
muescas, presumiblemente con fines de conteo, de representacion numerica
y calendarios. Luego el gran avance de las civilizaciones mesopotamicas que
permitieron un desarrollo mas formal en la Antigua Grecia, con el refinamiento
del rigor matematico.

La Corporacion Educativa RAIMONDI de Cusco tiene el agrado
de poner en consideracion de todos los estudiantes del Cusco, el Peru y el
Mundo, este Formulario de Aritmética que describe, en general, los temas
que constituyen un curso de Aritmética de nivel pre-universitario.

Este formulario responde a una necesidad que hemos sentido agu-
damente todos los que nos avocamos a la ensefianza de las Matematicas en
las aulas de la academia y colegio RAIMONDI de Cusco. La experiencia nos
ha demostrado que el aprendizaje de las matematicas, requiere no solamente
de conocimientos tedricos, sino fundamentalmente de la capacidad de resolver
situaciones matematicas, denominadas, ejercicios o problemas.

La practica constante de resolver ejercicios y problemas es la unica
manera de profundizar y cimentar los conceptos tedricos bien aprendidos, es
por ello que en el desarrollo de esta publicacion, ustedes deberan tener en
cuenta las sugerencias planteadas y analizarlas.

Tenga presente que el objetivo en el estudio de las Matematicas no
€s mecanizarse, sino en saber aplicar correcta y l6gicamente una determinada
definicion, propiedad o teorema a cada problema que se esté resolviendo.
Solo asi, el estudiante encontrara en las Matematicas una recreacion amena

y agil.

Victor Paredes Aucasime
Promotor - Director
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CONCEPTOS PRELIMINARES

La légica estudia la forma de razonamiento. Es
una disciplina que se utiliza para determinar si un
argumento es valido, tiene aplicacion en todos los
campos del saber; en la filosofia, para determinar
si un razonamiento es valido o no, ya que una frase
puede tener diferentes interpretaciones; sin embar-
go la logica permite saber el significado correcto.
Los matematicos usan la légica, para demostrar
teoremas e inferir resultados que puedan ser apli-
cados en investigaciones.

En la computacién, para revisar programas y crear
sus algoritmos, es utilizada en el disefio de compu-
tadoras. Existen circuitos integrados que realizan
operaciones logicas con los bits, gracias a estos se
ha desarrollado las telecomunicaciones (telefonia
movil, internet, ...)

ENUNCIADO: Es cualquier frase u oracion que
expresa una idea.

PROPOSICION: Son oraciones aseverativas que
se pueden calificar como verdaderas o falsas. Se
representan con las letras minusculas del abece-
dario:p;q:r;s.

Ejemplo:

*  Tupac Amaru murio decapitado.
* 9<10

* 45=3-2

ENUNCIADO ABIERTO: Son enunciados que pue-
den tomar cualquiera de los 2 valores de verdad.

Ejemplo:

Sit P(X):x>6
Se cumple que:

I .
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P(9):9>6 es verdadero
P(2):2 > 6 es falso

El valor de verdad de P(x) depende del valor de X,
también, se le conoce como funcion proposicional.

CLASES DE PROPOSICIONES:

1. Proposicion Simple: Son proposiciones que
no tienen conjunciones gramaticales ni adver-
bio de negacion.

Ejemplo:
* Cincuenta es multiplo de diez.

2. Proposicion Compuesta: Formada por dos o
mas proposiciones simples unidas por conec-
tivos logicos o por el adverbio de negacion.
Ejemplo:

* 29 es un numero primo y 5 es impar.

CONECTIVOS LOGICOS: Simbolos que enlazan
dos o mas proposiciones simples para formar una
proposicion compuesta.

Los conectores l6gicos que usaremos son:

SiMBOLO oi%ncggfu SIGNIFICADO
- Negacion No p
A Conjuncion PYq
v Disyuncion poq
- Condicional Si p, entonces q
i 4 Bicondicional psiysolosiq
s | om e

Observacion: La negacion es un conector mona-
dico, afecta solamente a una proposicion.
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OPERACIONES LOGICAS Y TABLAS DE VER-
DAD

La validez de una proposicion compuesta depen-
de de los valores de verdad de las proposiciones
simples que la componen y se determina mediante
una tabla de verdad.

1. Conjuncion: Vincula dos proposiciones me-
diante el conectivo logico "y".

Tabla de Verdad

P ajp A g
V V| Vv
V F| F
F V| F
F F| F

2. Disyuncion: Vincula dos proposiciones me-
diante el conectivo légico "o".

Tabla de Verdad

P alp v q
V V| V
V F| V
F V| V
EEIlF

3. Disyuncién Exclusiva: Vincula dos proposi-
ciones mediante el conectivo logico: "o ...........,
) "

Tabla de Verdad

P alp A g
V V| F
V F| Vv
F V| Vv
eI

4. Condicional: Vincula dos proposiciones me-
diante el conectivo logico:
it~ PR entonces .............."

™" Academia Raimondi

Tabla de Verdad

P glp > q
vV V| Vv
V F| F
F V| V
F F|l V

5. Bicondicional: Vincula dos proposiciones

mediante el conectivo légico:
Meeeeee.. Sy SOlOSI .. v

Tabla de Verdad

P galp © ¢
V V| Vv
V F| F
F V| F
F F| V

6. Negacion: Afecta a una sola proposicion. Es

un operador monadico que cambia el valor de
verdad de una proposicion:

Tabla de Verdad

P|—P
V| F
Fl V

Observacion: La cantidad de filas en una tabla es:

#filas = 2"

Donde n es la cantidad de proposiciones simples.

Importante:

*

Cuando los valores del operador principal son
todos verdaderos se dice que el esquema
molecular es tautolégico.

Se dira que el esquema molecular es contra-
dictorio si los valores del operador principal son

todos falsos.
Si los valores del operador principal tiene por

lo menos una verdad y una falsedad se dice
que es contingente o consistente.

Il .
... Siempre los primeros
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LEYES DE ALGEBRA PROPOSICIONAL i. Ley del Condicional:
p—>q= ~pvq

Son equivalencias légicas que nos permiten reducir
esquemas moleculares complejos y expresariosen { j, Ley de Absorcion:

forma mas sencilla. Las demostraciones de dichas pv(pAQ)=p
leyes se hacen construyendo la tabla de verdad

en cada caso. PABY =P
pv(~pAQ)=pvq
Principales Leyes: pAa(~pvQ)=paq

a. Ley de Idempotencia:
Pvp=p
PAP=pP

k. Leyes de "De Morgan™:
~(pva)=~pa~q
~(pAg)=~pv~q

b. Ley Conmutativa:
pvg=qvp CUANTIFICADORES:

PAQ=qQAap - i . .,
1. Cuantificador Universal: Sea la funcion
proposicional f(x) sobre un conjunto A, el

C. Ley Asociativa: cuantificador V ("para todo") indica que todos

(Ppva)vr=pv(qvr) los valores del conjunto A hacen que la funcion
(PAQ)AT=pA(QAT) proposicional f(x) sea verdadera.
d. Ley Distributiva: v se lee: "para todo"
pv(gar)=(pva)a(pvr)
PA(QV)=(PAQ)V(PAT) Ejemplo:
Sea: f(x): x°>+2>5 donde x e N
e. Ley de la Doble Negacion: La proposicion cuantificada es:
~(~p)=p VxeN; x>+2>5 esfalsa.

f. Leyes de Identidad:
pvV=V ; pvF=p 2. Cuantificador existencial: Sea f(x) una fun-

cién proposicional sobre un conjunto A el cuan-
tificador (existe algun) indica que para algun
valor del conjunto A, la funcién proposicional

paV=p ; paF=F

g. Leyes del Complemento: f(x) es verdadera.
pv ~p=V
par~p=F 3 se lee: "Existe algun"
h. Ley de la Bicondicional: Ejemplo:
p<a=(pP—->9A(@->p) Sea f(x):x* -5 < 8 donde: x e Z* , la propo-
peq=(pPaqv(~pa ~q) sicién:
peq= ~(pAQ) Ix e Z* Ix*-5<8 es verdadera:
- I N

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .
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CIRCUITOS LOGICOS
Algebra de Boole

El algebra de Boole, denominada asi en honor a
su creador, George Boole, permite prescindir de la
intuicion y simplificar deductivamente afirmaciones
I6gicas que son todavia mas complejas.

El Bit

Bit es el acronimo de (vocablo fusionado) de Binary
Digit o Digito binario. Un bit es un digito del sistema
de numeracién binario.

Mientras en el sistema de numeracién decimal se
usan diez digitos, en el binario se usan solo dos, el
0y el 1. Un bit o digito binario puede representar
uno de esos dos valores, 00 1.

Se puede imaginar un bit como una bombilla que
puede estar apagada (valor cero) o encendida
(valor uno).

Un circuito conmutador puede estar solamente en
dos estados estables: cerrado o abierto, asi como
una proposicion puede ser verdadera o falsa,
entonces podemos representar una proposicion
utilizando un circuito l6gico:

1. Circuito Serie: Dos interruptores conectados
en serie representan una conjuncion.

p q 0 pAaqQ

2. Circuito Paralelo: Dos interruptores conecta-
dos en paralelo representan una disyuncion.

P

—_— < >

pvq

q

3. Simplificacion de circuitos: Se ha demos-
trado que el algebra de circuitos es un algebra
booleana y por lo tanto las reglas relativas a la
simplificacion de las funciones booleanas se
aplican al algebra de circuitos.

™" Academia Raimondi

Importante:
Recuerde que todo producto representa conmuta-
dores en serie y la suma representa conmutadores
en paralelo.

LOGICA BINARIA
La légica binaria trata con variables que toman 2
valores discretos y con operaciones que asumen
significado l6gico, para este propésito es conve-
niente asignar los valores de 1y 0.
Principales Compuertas Logicas
Una puerta logica, o compuerta l6gica es un dis-
positivo electronico que representa la expresion
fisica de un operador booleano en la logica de
conmutacion.

* Compuerta AND de dos entradas.

— o
q

* Compuerta OR de dos entradas

. D—-pvq

* Compuerta NOT

pe———| _>0——-p

* Compuerta NAND de dos entradas

z:j—w(pnq)

* Compuerta NOR de dos entradas

pe (o
- D—‘ (pva)

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

George Ferdinand Cantor, el creador de la teoria de
conjuntos, nacié en 1845 en Rusia. Vivio, estudio y
ensefd en Alemania donde murié en 1918.

Publico trabajos sobre funciones de variable real
y las series de Fourier, introdujo conceptos de
potencia de un conjunto, conjuntos equivalentes,
tipo ordinal, nimero transfinito; que aportaron para
el inicio del estudio de los problemas del infinito y
la teoria de conjuntos.

NOCION DE CONJUNTO

Conjunto: Concepto primitivo que no tiene defi-
nicién, pero que nos da la idea de agrupacion de
objetos a los cuales llamaremos elementos del
conjunto.

RELACION DE PERTENENCIA
Si un objeto es elemento del conjunto, se dira que

pertenece ( € ) a su conjunto, en caso contrario se
dira que no pertenece (¢ ) a dicho conjunto.

Ejemplo: A=1{4; 9; 16; 25}

4 € A 10 ¢ A
16 € A 21 ¢ A
CARDINAL DE UN CONJUNTO

Es la cantidad de elementos de un conjunto y se
denota: n(A), asi en el ejemplo anterior n(A) = 4.

DETERMINACION DE UN CONJUNTO

a) Porextension o en forma tabular: Es cuando
se indican los elementos del conjunto.

I .
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leorialde, @awh Ntos

A={* o # ..;0}

b) Por compresion 6 en forma constructiva:
Es cuando se indica alguna caracteristica
particular y comun a sus elementos.

A = {f(x)/ x cumple alguna condicién}

Diagramas de Venn - Euler:

Son figuras geométricas planas cerradas que se
utilizan para representar a los conjuntos, grafica-
mente.

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS
Inclusion (<)
Se dice que un conjunto A esta incluido en B; si

todos los elementos de A, estan en el conjunto B.
Es decir:

AcBe vYxeA=xeB

A B

G

Diagrama Lineal

* A es subconjunto de B
*Bincluye aA(B2A)

Igualdad

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos
elementos.
Es decir:

A=Be AcB A BcA
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PRINCIPALES CONJUNTOS Conjunto de los Numeros Reales (R)
Es la reunién de los racionales con los irracionales.
Conjunto Vacio: Aquel que no tiene elementos, R=Qul

tambien se le llama nulo y se denota ¢ o{}
Conjunto de los Numeros Complejos (C)

Conjunto Unitario: Aquel que tiene un solo ele- C— {a+ bi/acR AbeR . ie J—_1}

mento, también se le llama singleton.

Conjunto Universal: Conjunto referencial que se ) QPERACIONES CON CONJUNTOS
toma como base para el estudio de otros conjuntos

contenidos en él y se denota por U. Union (V)

Conjunto Potencia: Es el conjunto cuyos elemen- AUB={x/xcA v xeB}
tos son todos los subconjuntos de otro conjunto A
y se denota por P(A).

Ejemplo: A= {2 ; 8}
P(A)={® {2}.{8}.{2:8}}

Observacion: La cantidad de subconjuntos de un

conjunto A es igual a 2"A)

Ejemplo:

A={3:5:9}:n(A) =3 Interseccion (M)
Entonces hay 2° = 8 subconjuntos que son: ARB={x/xcA A XEB)
©{3}:{5}:{9;:{3:5}:{3:9}:{5:9}y {3:5:9}
"A todos los subconjuntos de A, excepto A se les
llama subconjuntos propios” u

CONJUNTOS NUMERICOS

Conjunto de los Numeros Naturales (N)
N=4031:2" 3w}

Conjunto de los Numeros Enteros (Z)
7 S G Diferencia (-)

Conjunto de los Numeros Racionales (Q) A-B={x/xeA A x¢B}

Qz{m!mEZnnEZ : niﬂ}

n

Conjunto de los Nimeros Irracionales (l)

Son aquellos que tienen una representacion deci-
mal infinita no periédica y no pueden ser expresa-
dos como el cociente de 2 enteros.

¥ Academia Raimondi Sl s aimares
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Observacion: Conjuntos Comparables: Cuando uno de ellos

A - B también se denota: A\ B esta incluido en el otro.

Diferencia Simétrica (A)

AAB={x/xe(AuB) A x¢e¢(AnB)}

U

Conjuntos Equivalentes: Cuando tienen la misma
cantidad de elementos.

A es equivalente a B entonces:
n(A) = n(B)

Conjunto Producto: También llamado producto
Complemento (AC , A') cartesiano.

A' = {x/x ¢ A}
AxB={(a;b)/acA A beB}

l

Par ordenado

Ejemplo:

A={1:4:5} B={8; 11}

Observacion: El complemento de A, se puede ( AxB={(18):(1:11):(4:8); (4:11): (5:8) ; (5:11)}
realizar respecto a cualquier conjunto, tal que

A c B y se denota: C‘S‘ =B—A ALGUNAS PROPIEDADES Y LEYES
Se lee complemento de A respecto a B. 1. Leyes distributivas Unién - Interseccion:
Importante: AuBnC)=(AuB)n(AuUCQC)

AnBuC)=(AnB)U(ANnC)
Conjuntos Disjuntos: Son aquellos que no tienen

elementos comunes: 2. Leyes de Morgan:

(AUB)'=A'A B'
(ANB)'=A'UB'

A

3. AAB =(AUB)-(ANB)
AAB =(A-B)u(B-A)

4. n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)

o
Academsis Balmend ... siempre los primeros
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5. n(AxB)=n(A)xn(B)

6. A-B=ANB’

7. A'-B'=B-A

8. N[P(A)nP(B)]=n[P(ANB)]

9. n[P(A)UP(B)]=n[P(A)]+n[P(B)]-n[P(A)NP(B)]

O también:
n[P(A) UP(B)] = 2"(A) 4 2n(B) _ on(AnB)

10. Avop=A
Ano=¢
11. AuU=U
AnU=A
12. (A)' =A
13. AUA'=U
AnA'=0

14. n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(AnB)
-N(ANC)-n(BNC)+n(AnBNC)

15. Ley de Absorcion
« AU(ANB)=A

« An(AuB)=A
« AUA'NnB)=AuUB
« ANn(A' UuB)=AnB

GRAFICO ESPECIAL PARA CONJUNTOS DIS-
JUNTOS

Ejemplo de aplicacion:

En un salén de clases se observa a 60 alumnos
entre varones y mujeres; con las siguientes ca-
racteristicas:

* Algunos tienen 15 afios.

* 18 tienen 16 anos.

* 12 tienen 17 anos.

* 40 postulan este afo a la Universidad.

™" Academia Raimondi
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Leyenda:
V: Conjunto de los varones.
M: Conjunto de las mujeres.
P: Conjunto de los que postulan.
A: Conjunto de los alumnos con 15 anos.
B: Conjunto de los alumnos con 16 afios.
C: Conjunto de los alumnos con 17 afios.
D: Conjunto de los alumnos con otra edad.

Nota: Este tipo de esquemas especiales reciben
el nombre de "Diagramas de LEWIS CARROLL"

Estructura de datos para conjuntos disjuntos

En Informatica, una estructura de datos para
conjuntos disjuntos, es un conjunto de elementos
particionados en un numero de conjuntos disjuntos
(no se solapan). Un algoritmo Union-Buscar es un
algoritmo que realiza dos importantes operaciones
en esta estructura de datos:

Buscar: Determina a cual subconjunto pertenece
un elemento. Esta operacion puede usarse para ve-
rificar si dos elementos estan en el mismo conjunto.

Union: Une dos subconjuntos en uno solo. La
otra operacion importante CrearConjunto es
generalmente trivial, esta crea un conjunto con
un elemento dado. Con estas tres operaciones,
muchos problemas practicos de particionamiento
pueden ser resueltos.

Una aproximacion comun es seleccionar un
elemento fijo de cada conjunto, llamado el repre-
sentativo. Entonces Buscar(x) retorna el elemento
representativo del conjunto al cual x pertenece,
y Union toma como argumento dos elementos
representivos de dos conjuntos respectivamente.

Il .
... Siempre los primeros
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En nuestra vida diaria, aparecen con mucha fre-
cuencia algunas afirmaciones como:

* Las edades de Juanay Rosason 18 afosy 16
anos respectivamente.

* Tengo 2 vinos: Uno de 800 ml y el otro de 640
ml.

* Elsueldo de Victor el mes pasado fue S/. 1500
y este mes sera S/. 1800

Podemos observar que las edades, los volumenes
y el dinero pueden ser medidos o contados, a los
cuales se les llama magnitudes escalares.

Observacion: Hay magnitudes no medibles como
la alegria, la memoria; por lo tanto no pueden
expresarse numericamente, por ello no las consi-
deraremos en esta publicacion.

CANTIDAD:

Es el resultado de la medicion del estado de una
magnitud escalar.

Ejemplo:
La altura del edificio Trilce Arequipa es 24 metros.

Magnitud: Longitud
Cantidad: 24 metros

Se llama magnitud a todo aquello que puede ser
medido o cuantificado; ademas, puede definirse la
igualdad y la suma de sus diversos estados.

RAZON:

Es la comparacion que existe entre dos cantidades
de una magnitud, mediante las operaciones de
sustraccién y division.

I .
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RAZON ARTIMETICA:

Ejemplo:
Dos toneles contienen 20 litros y 15 litros respec-
tivamente, al comparar sus volumenes.

( Razon 2

Aritmeética
S

2000 = 15 = S

Antecedente l Ra&ﬁn
L Consecuente i
RAZON GEOMETRICA:

Ejemplo:
Se comparan dos terrenos, cuyas superficies son:
80 m? y 48 m? y asi obtenemos:

A y ™
A e 80 m? “‘:_ S Valor de
X e la razon
Gunsemente——h-‘uﬂ's m2 3
Razon
Geometrica
\_ i

En conclusion:
Sean a y b dos cantidades:

Razon

a: antecedente
b: consecuente
d y k: valores de las razones
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PROPORCIONES MATEMATICAS

Son igualdades de dos razones de una misma
especie.

PROPORCION ARITMETICA

Definicién de Razén Aritmética: Larazon aritmeé-
tica de dos cantidades es la diferencia de dichas
cantidades. La razén aritmética se puede escribir
colocando entre las dos cantidades el signo . o
bien con el signo -. Asi, la razén aritmética de 6 a
4 se escribe: 6-4.

El primer término de una razon aritmeética recibe
el nombre de antecedente y el segundo de con-
secuente.

Definicion de Proporcion Aritmética: Una "pro-
porcion aritmetica” es una expresion de la relaciéon
de igualdad entre 2 razones aritmeticas.

En general:

a-b=c-d

Donde:
a y d son los términos extremos.
b y c son los términos medios.

Ejemplo Aplicativo:
Las edades de 4 hermanos son: 24 afnos, 20 anos,
15 afos y 11 afios; podemos decir:

24 anos - 15 anos = 9 anos
20 anos - 11 afos = 9 anos
Se puede establecer la siguiente igualdad:

(& 2
Medios
24 - 16 = 20 - 1
! }
Extremos
_ _

Aesta expresion se llama Proporcion Aritmética.

™" Academia Raimondi

PROPORCION GEOMETRICA

Definicion de Razén Geométrica: La razén
geomeétrica es la comparacion de dos cantidades
por su cociente, donde se ve cuantas veces contie-
ne una a la otra. Por ejemplounarazén3a2 o 3/2,
se puede leer como "3 sobre 2", o bien "3 es a 2",

El numerador de la razén (es decir, el 3) se llama
antecedente y al denominador (el 2) se le conoce
como consecuente.

Definicion de Proporcion Geométrica: Una pro-
porcion geometrica es la igualdad entre 2 razones
geometricas.

En general:

oo
oo

Donde:
ay d son los términos extremos.
b y c son los terminos medios.

Ejemplo Aplicativo:
Se tiene 4 terrenos cuyas superficies son 9 m?; 12
m?; 15 m? y 20 m? al comprarlos se tiene:

om* 3 15m* 3

12m? 4

20m? 4

Se puede establecer la siguiente igualdad:
9 15
12 20
A la cual se le llama proporcion geomeétrica
"9es a 12, como 15 es a 20"

De donde:
9(20) =12(15)
l 1
Extremos Medios
Nota:

"Cuando los medios son diferentes, la proporcion
se llama discreta, pero cuando los medios son
iguales se llama continua".

Il .
... Siempre los primeros
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Términos y Clasificacion de las Proporciones

- )

PROPORCION ARITMETICA

/\

a-b=c-d a-b=b-c

d: cuarta diferencial b: media diferencial

c: tercera diferencial

. o

il T

PROPORCION GEOMETRICA

/\

oo

oW
alo
oTlw

d: cuarta proporcional b: media proporcional

c: tercera proporcional y

L=

Propiedades de Proporciones

3 a c -
ea b se cumple:
| a+b___c+d a+b=c+d
b d =~ a c
I a—bzc—d a—bzc—d
b d '~ a c
. a+b=c+d
a-b c-d

Serie de Razones Geométricas Equivalentes

Sean:
dp, aj an

=== .—.—=k

24

Ci C2 GCj Cn
Una serie de razones geomeétricas equivalentes,
iguales a un valor.

De aqui se pueden deducir las siguientes igual-
dades:
31 — C1k

dp =Cok ; 83 =CnK

I .
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Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

| @ta@x+..+a, ay_3d _  _a_,
Ci+Cr+...4C, C4 Cp  Cp
He BB
“ 1 2 f‘I:kﬂ
C{:Cy+...-Cyy
m m m
0 al +a, +...+a, _pm
cM+eM4 . +c™
1 2 n

Observacion:

Donde "n" nos indica el numero de razones.
Importante:

Si tenemos la siguiente proporcion geomeétrica

4_¢ se cumple:
b d b

atkb c+*kd
b d

En toda proporcion es posible sumar o restar mul-
tiplos del denominador

Ejemplo:
Sea la siguiente serie:
4 12 18

E_E_Ezk se cumple:

(_4+12+418 34 2
" 6+18+27 51 3

I k3=21218 o piificand
: = 5.18.27 simplificando
B=2 =2
27 3
I 5.4 +12°+18° _ 2°(2°+6°+9°)
6°£18° 427 3% 46" 49%)
5
=2 k=2
3° 3




CONCEPTOS PRELIMINARES

El promedio aritmético es una medida de tenden-
cia central, que tiene importancia en el caso en que
los datos se junten aditivamente para obtener un
total. Puede interpretarse como un valor que podria
sustituir a cada uno de los datos.

El promedio geomeétrico por su parte, es relevante
cuando los datos se usan multiplicativamente para
obtener un resultado. Es asi que puede interpretar-
se como un valor, que puede sustituir a cada dato.

El promedio armonico tiene importancia cuando
usamos los datos sumando los reciprocos de cada
uno de los datos y se puede interpretar con un valor
que puede sustituir a cada dato para producir la
misma suma de los reciprocos.

PROMEDIO

Dado un conjunto de datos diferentes es frecuente
calcular un valor representativo de ellos, que este
comprendido entre el menor y el mayor de ellos; a
dicha cantidad se le llama: promedio o valor medio
o simplemente media de los datos.

Sean "n" cantidades en sucesion creciente:
a; ; @ ; a3 ; .... ; a,

El promedio de ellas sera "p" si:
a;<p<a,

PROMEDIOS MAS UTILIZADOS

1. Promedio Aritmético o Media Aritmética (M. A.)

_ dq+ap +a3+...+ﬂn
n

M.A.

™" Academia Raimondi

Rromedios

Ejemplo de Aplicacion:

Un vendedor independiente gan6 en el Verano
pasado: Enero S/. 800; Febrero S/. 1200 y Marzo
S/. 1300. 4 Cual fue su promedio mensual?

Resolucion:
El promedio mensual viene a ser la Media Aritme-
tica (M. A.) de dichas cantidades.

_S/.800 +S/.1200 + S/.1300
- 3

M.A. =S5/.1100

2. Promedio Geométrico o Media Geomeétrica
(M.G.)

MG.=10a;-a,-ag-...-a,

Ejemplo de Aplicacion:

En los dltimos 5 meses, el gobiemo actual registro
una tasa de inflacion mensual de 2%, 5%, 20%,
20%y 25%. Encuentre la tasa de inflacion mensual
promedio durante ese tiempo.

Resolucion:
El promedio de dichas tasas viene a ser la media
geometrica (M. G.) de dichas tasas.

MG = 2% x 5% x 20% x 20% x 25%

MG = 10%

3. Promedio Arménico o Media Arménica (M.H.)

n
M= 1 1 1 1
— e
dq Qday 43 an

Il .
... Siempre los primeros
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Ejemplo de Aplicacion:

Un ama de casa gasta S/. 30, cada mes, du-
rante 3 meses consecutivos, en la compra de
aceite. El primer mes compré a S/. 10 el galon,
el segundo mes lo compré a S/. 6 el galon y
el tercer mes lo compré a S/. 3 el galén; diga
entonces ¢ cual fue el costo promedio mensual?

Resolucion:
Costo Total

# galones

Costo Promedio =

Entonces el costo promedio es:
S/.30+S/.30+S/.30+ S/.30
S/.30 S/.30 N S/30 18

+
S/10 S/6 S/.3

=815

Podemos observar que el costo promedio es la
media armonica de S/.10, S/.6 y S/.3 es decir:
3

M.H.=l+1+1=5
10 6 3
PARA DOS CANTIDADES ay b
M_A_:a_"'h M_H_=ﬂ
2 a+b
MG. = \/ab

PROPIEDADES

1. Para "n" cantidades se cumple:

MA.ZMG. =2 MH.

2. Para dos cantidades a y b se cumple:

MA.(a,b)-MH.(a,b) = [MG.(a,b)[°

3. El error que se comete al tomar la media arit-
mética (M.A.), como media geomeétrica (M.G.)
para dos numeros es:

I .
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PROMEDIO PONDERADO (P.P.)

Es un caso particular del promedio aritmético,
donde una o mas cantidades se repiten dos o
mas veces.

Ejemplo de aplicacion:

Al final del semestre académico, un alumno de la
Universidad observa su récord de notas:

12

" Matematica |

6
Quimica | &4 14
Fisica | 3 15
Economia | 2 13

Determine su promedio.

Resolucion:

El numero de créditos indica las veces que se repite
cada nota. Entonces el promedio ponderado es:

_6-12+4-14+3-15+2-13

PP =13,26
6+4+3+2
En general:
Datos: &8¢ ; @2 , d3 , ... ; @,
Pesos: P1 s P2 : P3 & -« 7 Pp

El Promedio Ponderado (P.P.) es:

pp _ 3iP1+3Pp +33P3 +...+3nPy
Py+P2+P3+..+Py

NOTA: Cuando no se mencione el tipo de prome-
dio, consideraremos al Promedio Aritmético.
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Sabia Ud. que la atmdsfera es una mezcla de ga-
ses que rodea un objeto celeste (como la Tierra)
cuando éste cuenta con un campo gravitatorio
suficiente para impedir que escape. La atmoésfera
terrestre esta constituida principalmente por Ni-
trogeno (78%) y Oxigeno (21%). El 1% restante
lo forman el Argon (0,9%), el Diéxido de Carbono
(0,03%), distintas proporciones de vapor de agua,
y trazas de Hidrégeno, Ozono, Metano, Monéxido
de Carbono, Helio, Nedn, Kripton y Xenon.

También existen otros tipos de mezcla, la que rea-
lizan los comerciantes con la finalidad de obtener
utilidades, la forma de calcular el precio comun a
ellos sera motivo de estudio en el presente capitulo.

MEZCLA: Es la reunién o agregacion de 2 o mas
ingredientes o sustancias entre las cuales no hay
interaccion quimica.

Precio Unitario: Es el costo de cada unidad de
medida del ingrediente.

Precio Medio: Es el precio de costo de una uni-
dad de medida de mezcla. Se obtiene dividiendo
el costo total de los ingredientes entre la cantidad
total de unidades de medida de mezcla.

_ Costo Total
M~ Cantidad Total

Ejemplo:
Se mezclan a tipos de arroz, segun la siguiente
relacion:
Arroz tipo A: 9 Kg de S/. 3
Arroz tipo B: 5 Kg. de S/. 2,2
Arroz tipo C: 6 Kg. de S/. 1,5
Calcule el precio medio de la mezcla.

™" Academia Raimondi
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Resolucion:

El precio medio es el precio de costo de un Kg. de
mezcla, que se obtiene dividiendo el costo total
de los ingredientes entre la cantidad de mezcla
obtenida.

_9xS/3+5xS8/.22+6x5/.1,5

P
m 9+5+6

= 5/.2,35

Se puede observar que el precio medio es el pro-
medio ponderado de los precios unitarios.
En general, para "n" ingredientes:

.
Q90O @
P, P, P, = P

-

Precios:
Cantidad: C, C, c, - C,
P _ CP1+CyP, +C5P3 +...+C, P,
" Ci+Cy+C3+...+C,

REGLA DEL ASPA

Se utiliza para determinar la proporcion en la que
deben mezclarse los ingredientes para obtener un
determinado precio medio.

Ejemplo:

¢ En qué relacion se debe mezclar café de S/. 20
el kg. con café de S/. 30 el kg. para obtener café
de S/. 237

Resolucion:
Cantidades Precios Diferencias
C, 20 -.h___qzs___...ﬁﬂ-za
C, 30—  T~23-20
I

... Siempre los primeros
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Se cumple:
C; 30-23 Cq 7

— = —
C; 23-20 C» 3

Se deben mezclar en la relacion de 7 a 3.
Propiedad

Cuando los precios de los ingredientes son dife-
rentes se cumple que:

Precio
Mayor

Prec_iu
Medio

Precio
Menor

Observacion: Como el precio medio es el precio
de costo; lo que se gana en algunos ingredientes,
se pierde en los otros.

Ganancia _ Peérdida
Aparente Aparente
MEZCLA ALCOHOLICA

Es una mezcla de alcohol y agua.

Grado de una Mezcla Alcohélica: Es el tanto por
ciento de alcohol puro presente en la mezcla. Se
obtiene utilizando la siguiente expresién:

Vol. Alcohol

B0 = Vol. Total

x 100%

También se puede expresar en grados.
ALEACION

Es la mezcla de distintos tipos de metales mediante
un proceso metaltirgico denominado fundicion.

Metal fino:
Son metales como el oro; plata y platino.

Metal ordinario:
Son los metales no preciosos, como el cobre,
zinc, efc.

I .
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Ley de una aleacion:

Es la relacion que existe entre el peso del metal
precioso o fino y el peso total de la aleacion. Indica
que fraccion de la mezcla es de metal fino.

_ Peso de metal fino
Peso total de la aleacion

Ejemplo:

Se tiene una aleacion constituida por 40 g. de plata
y 10 g. de zinc. ¢ Cual es la ley de la aleacion?

Resolucion:
MOgE Zinc Ley = Peso de plata
Peso total
Plata
40
Peso Total: 50 g Ley =+, =0.80

Liga de una aleacion

Si se quiere dar la relacion del metal ordinario y
peso total se utiliza la siguiente expresion:

: Peso de metal ordinario
Liga =
Peso total
Se cumple:
Ley+Liga=1

Numero de kilates de una aleacion

Es de comun uso el numero de kilates para indicar
qgué parte de la aleacién es de oro puro. Para lograr
esto, se considera que el oro puro es de 24 kilates
se cumple:

N° de kilates _ Peso de metal fino
24 Peso Total

También:

N° de kilates = 24 x Ley
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Existen distintas magnitudes, algunas de las cuales
se pueden contar, otras se pueden medir. Cuando
preguntamos ¢ Cuantos? pensamos en la cantidad
de objetos de un conjunto discreto y cuando pre-
guntamos ;Cuanto? pensamos en medir, es decir,
el objeto es un conjunto continuo. En este capitulo,
estudiaremos las dos maneras mas comunes de
relacionar los valores de 2 magnitudes.

MAGNITUD

Propiedad de la materia o de un fenémeno fisico
0 quimico suceptible de variacion, es decir puede
aumentar o disminuir.

PROPORCIONALIDAD DIRECTA

Suponga que dos magnitudes estan relacionadas
de modo que al duplicar el valor de una de ellas,
el valor de la otra también se duplica; al triplicar la
primera, la segunda también queda multiplicada
por tres, etc. Siempre que sucede esto, decimos
que existe entre ambas magnitudes, una relacién
de proporcion directa. Por ejemplo, si contamos
la cantidad de panes que se pueden comprar con
cierta cantidad de soles:

SOLES
1 sol

#PANES
8 panes

16 panes
24 panes
32 panes

2 soles
3 soles
4 soles

Ademas, se cumple que el cociente de los valores
correspondientes de las magnitudes es constante
#panes 8 16 24 32
=—=—=—=—=_38 (constante
soles 1T 2 3 = ( )

™" Academia Raimondi

WaqnitudesiEroponcionales;

Si graficamos los valores correspondientes de las
magnitudes en el plano.

(#delpanes}
16 ‘ : Tgo= 8
Bly
S S S

Los puntos se encuentran sobre una recta que
pasa por el origen.

Observacion: La pendiente de la recta es igual
a la constante de proporcionalidad. Este valor se
puede calcular como la tangente del angulo agudo
que forma la recta con el eje X positivo.

En general:

Valor de A
Valor de B

ADPB-— = constante

Observacion:

A DP B

se lee A es directamente proporcional a B
A o B

Se puede afirmar que el valor de una de las mag-
nitudes depende linealmente de la otra:

> Constante (pendiente de la recta)
f{x} = Kx

|
Vol

—> Valor
de A

de B

Il .
... Siempre los primeros
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Es importante observar que, al aplicar un modelo
matematico para analizar una situacién concreta,
debemos tener en cuenta los limites de la validez
del modelo.

En particular, cuando afirmamos que una magnitud
A es proporcional a otra magnitud B, debemos
dejar claro (explicita o tacitamente) que esto se da
dentro de ciertos limites de variacion para x e y.
Por ejemplo la conocida "Ley de Hooke" dice que
la deformacién sufrida por un cuerpo elastico (por
ejemplo, un resorte) es directamente proporcional
a la (Intensidad de la) fuerza empleada.

deformacion = K x (fuerza)

La validez de esta ecuacion como modelo mate-
matico para representar al fenomeno esta sujetaa
restricciones la fuerza no puede ser muy pequena
porque entonces aun siendo positiva, no seria
suficiente para deformar el resorte; en este caso
tendriamos deformacion = 0 con una fuerza > 0,
luego no valdria el modelo d = K . F, tampoco se
puede tomar F muy grande porque el resorte se
destruiria y poco antes de eso su deformacién no
seria proporcional a F.

PROPORCIONALIDAD INVERSA

Supongamos que una persona realiza un viaje por
automovil en una distancia de 180km. entre una
ciudad y otra. Sea V la velocidad constante del auto
y t el tiempo transcurrido en el viaje.

V(km/h) | t(h)
30 6
45 4
60 3
90 2

Se puede observar que al duplicar la velocidad, el
tiempo se divide entre 2, y al triplicar la velocidad,
el tiempo se reduce a su tercera parte. Ademas se
cumple que el producto de los valores correspon-
dientes de las magnitudes es constante.

Vxt=30x6=45x4 =60x3 =90 x 2 = constante

I .
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La grafica de los valores correspondientes de las
magnitudes en el plano es:

VikieH

180}--)

El érea de cada rectangulo que
se genera con un punto de la
curva es igual a la constante de

00|

60 _. .pmpﬂrcionalidad.
A5[HRE ....i.
L e

1 2 3 4 6 tH)

Los puntos se encuentran sobre una rama de
hipérbola equilatera.

En general:
A IP B —(Valor de A) (Valor de B) = constante

Esta relacion se puede expresar:

f(x) = Kr+— Constante

—~— X1 ValordeB

Y

Valor de A
PROPIEDADES:
. S
1
AIPB = ADP =
3 B
Si:
ADPB A BDPC ~ ADPC
ADPB A BIPC ~— AIPC
AIPB A BDPC — AIPC
AIPB A BIPC — ADPC
. Si:
ADPB = A" DP B"
AlPB = AT IP BT
Si:

A DP B (Cuando C es constante)
y AIP C (Cuando B es constante)
Se cumple:

AC
B = constante
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CONCEPTOS PRELIMINARES

El 29 de Junio fueron de pesca Pedro, Juan
y Pablo. Consiguieron 8, 9 y 10 pescados,
respectivamente, que compartieron en partes
iguales con Jesus, el cual muy bondadoso,
entregd 27 panes para que se repartan entre
ellos. 4 Cuantos panes le corresponden a Pe-

CLASES DE REPARTO:

1.

Reparto Proporcional Simple:
Es aquel reparto que se realiza en forma
proporcional a un solo grupo de indices, este
reparto puede ser de dos tipos:

A. Reparto Simple Directo: Al efectuar este

dro? (No se apresure, la respuesta no es 8) tipo de reparto, se obtienen partes que son
directamente proporcionales a los indices.

* Cuando se tiene un circuito resistivo en serie

como: En general repartir N DP a los indices
A P By I
R, R, 12 n
& &
A Pt iy B Se cumple que las partes obtenidas:

Py :Py;Pss. iP) son DP alos indices.
La tension entre los puntos Ay B se reparte directa-

mente proporcional a los valores de las resistencias P P P p fConstante
R,y R,. En cambio si se tiene un circuito paralelo. 1__2__3_ __n_¥xg
I a, a, a, a
— 1 2 3 n
Ae
§ Como: N=P, +P, +..P_
R
R % 2 Partes
. alK
, 5 . _ aoK

La corriente | se reparte inversamente proporcional
a los valores de las resistencias R, y R.. =N gk
Asi como este ejemplo, el reparto proporcional aEnK

tiene su aplicacién en la Economia, Ingenieria,
Medicina, Agricultura, etc.

=>N=(a1+a +a,+.. +a_)JK
n

2 3

N
(En1 ta, +....

REPARTO PROPORCIONAL.:

[ R=
+a

Consiste en repartir una cantidad en forma pro- o)
porcional a ciertos numeros denominados indices

de reparto.

La constante de reparto es igual a la relacién de
la cantidad a repartir y la suma de los indices.

... Siempre los primeros
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Sl P,;P,;Ps;....;P, sonIP alos indice
Repartir S/. 2500 DP a las edades de 3 herma- 13 52513 seei¥py 8 0 S.

nos que son: 6, 7y 12 afos.

,~ Constante
Resolucion: aBaeny =R
PARTES D.P
A : 6
25001 B . 7 |:> 6K+7K+12K=2500 Como: N=P; +Py +Py+.... +P,
c 12 N ST - SO
a, a, a a
2500 1“2 “3 n
- K= =100
La constante: (6+7+12) Part -
Luego: L.k
A= 6(100) = 600 !
B = 7(100) = 700 1.y
C = 12(100) = 1200 a,
NOTA: Silos indices de reparto se multiplican =N R
por una constante, se obtienen las mismas %3
partes, o sea el reparto no varia.
1
Ejemplo: - &
Si repartimos 200DP a2 ,3y5 L
20 N
la constante es ﬁ =20 entonces las = K=
partes son: (2+3+9) W T ey B
2(20) = 40 ; 3(20) = 60 y 5(20) = 100 a; a, ag a_
Multipliquemos por 2 a todos los indices y ha- _ ]
gamos de nuevo el reparto. La constante seria: Ejemplo: i 4 d
200 = B et
(4+6+10) =0 Repartir 6300 en partes IP a 4 : ok y -
(es la mitad de la constante anterior) Resokicitn:
Calculemos las partes: PARTES IP <> DP
4(10) = 40 ; 6(10) = 60 ; 10(10) = 100 o 1 A
Se puede observar que las partes no han va- a
riado.
7
; , C : L 10
B. Reparto Simple Inverso: Al efectuar este :
: ; " 10
tipo de reparto, se obtienen partes que son
inversamente proporcionales a los indices. |:> AK+7K+10K=6300
En general repartir N IP a los indices . 6300 300
Ay § By ;1B G s § 8y 4+7+10

Se cumple que las partes obtenidas:

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .
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Luego:

A= 4(300) = 1200
B =7(300) = 2100
C = 10(300) = 3000

2. Reparto Proporcional Compuesto:
Este tipo de reparto se realiza proporcional-
mente a varios grupos de indices.

Los repartos proporcionales compuestos pue-
den ser:

DIRECTOS: Si el reparto se realiza en partes
directamente proporcionales a los indices.

INVERSOS: Si el reparto se realiza en partes
inversamente proporcionales a los indices.

MIXTOS: Si el reparto se realiza en partes
directamente proporcionales a algunos indices
e inversamente proporcionales a otros.

Para efectuar un reparto compuesto se siguen
los siguientes pasos:

1° Se convierte las relaciones IP a DP invir-
tiendo los indices (si los hubiera)

2° Se multiplican los indices correspondientes
de cada grupo.

3° Se efectua el reparto proporcional simple
directo resultante.

REGLA DE COMPANIA

Es un caso particular del reparto proporcional,
consiste en repartir las ganancias o pérdidas
que se producen en una sociedad mercantil o
compainiia, entre los socios de la misma en forma
DP a los capitales y a los tiempos que los mismos
permanecen en el negocio.

Ejemplos Aplicativos:

1. Tres amigos se asocian para comprar un ca-
mion aportando capitales de 16000; 14000 y

™" Academia Raimondi

10000 dolares. Si por cada mes de alquiler del
camion perciben 3700 dolares.
¢ Cuanto le corresponde a cada uno?

Resolucion:
Como el tiempo es el mismo para todos, enton-
ces se reparte la ganancia DP a los capitales

aportados.
Entonces:

G1 _ GZ_ _ G3 _ qu +G2 + GS
16000 14000 ~ 10000 16000 + 14000 +10000
_ 3700

40000

3700
G, =16000| —— |=1480
t (40000}
[ 3
G, =14000 m =1295
. 40000 )
[ 3
G5 =10000 m =925
K40000)

Dos profesores de Aritmética: Javier y César
escriben un libro para lo cual trabajan en dis-
tintos horarios. Si el primero trabaja 9 horas
diarias en el proyecto y el segundo 6 horas mas.
¢, Cual sera el beneficio que obtiene el segundo
si en total percibieron 900 soles?

Resolucion:
Notamos que el beneficio de cada uno de ellos
es proporcional al tiempo.

(31_{32__GH+432__900
9 15 9+15 24

G =9 (@) =337,5
24

G, = 15[@J =562,5
24

Es decir Javier recibe S/. 337,50 y César
recibe S/. 562,50

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Una de las aplicaciones de proporcionalidad mas
antigua es la Regla de Tres que resulta al comparar
dos 0 mas magnitudes.

Cuando cuatro cantidades forman una proporciony
una de ellas es desconocida, la operacién que tiene
por objeto determinar esta incognita en funcion de
las cantidades conocidas lleva el nombre de Regla
de Tres Simple.

LA REGLA DE TRES

Es una forma de resolver problemas de propor-
cionalidad entre tres o0 mas valores conocidos y
una incognita. En ella se establece una relacion
de linealidad (proporcionalidad) entre los valores
involucrados.

Regla de tres es la operacion de hallar el cuarto ter-
mino de una proporcién conociendo los otros tres.

La regla de tres mas conocida es la regla de tres
simple directa, aunque también existe la regla de
tres simple inversa y la regla de tres compuesta.

Regla de Tres Simple

Es cuando se comparan dos magnitudes propor-
cionales. Pueden ser directas o inversas.

1. Directa: Cuando las magnitudes comparadas
son directamente proporcionales.

Esquema:
lera. magnitud 2da. magnitud

a b

X C

I .
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Si son magnitudes directamente proporcionales
se cumple:

Ejemplo:
Un grifo arroja en 12 minutos 640 litros de agua.
¢ Cuantos litros arrojara en 75 minutos?

Resolucion:
a-X_, [bx=ac
b ¢
12x = 75(640)
x = 4000¢

jObserve que la multiplicacion es en aspa!

2. Inversa: Cuando las magnitudes comparadas
son inversamente proporciona-les:

Esquema:
lera. magnitud 2da. magnitud

a b
X C

Si son magnitudes inversamente proporciona-
les se cumple:

a.b=x.c

Ejemplo:

24 sastres pueden hacer un trabajo en 30 dias,
¢ Cuantos sastres habra que aumentar para
hacer dicho trabajo en 20 dias?

Resolucion:
Sastres dias
24 30
X 20 Es una R3SI
20x = 30(24)
X =30
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Entonces hay que aumentar 36 — 24 = 12 sastres
iObserve que la multiplicacion es en linea!

REGLA DE TRES COMPUESTA

Es cuando se comparan mas de dos magnitudes
es decir al menos 3 magnitudes (6 valores corres-
pondientes)

Método de las proporciones:

|. Trasladar la informacion a la hoja de calculo.

Il. Se ubica la magnitud de la incégnita, la cual
se compara con c/u de las otras magnitudes
(debera considerar que las otras magnitudes
que no intervienen permanecen constantes)

[ll. Encaso que la comparacion determine que las
magnitudes son DP, cambie la posicion de los
valores, escribiéndolos como una fraccion.

IV. En caso que la comparacion determine que
las magnitudes son IP, mantenga la posicion
original de los valores (en fraccion).

V. Laincognita se determina del siguiente modo:

LP
| |

A—sB—10C—1D
H— e G— D

DP DP

Se cumple:
I
B AC D

Ejercicio de aplicacion 1:

50 peones siembran un terreno de 500 m*de su-
perficie en 6 dias de 6 h/d; entonces, el nimero de
dias que necesitan 20 peones doblemente rapidos
para sembrar un terreno de 800 m?de superficie
trabajando 4 horas al dia, es:

Resolucion:
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Peones m

20(1) —— 500 ——
20(2) — 800
|

6(6)
x(4)

DP
Luego:
4x 50 800
36 40 566
« = D)8
4(4)(5)

x = 18 dias

Ejercicio de aplicacion 2:

5 hornos consumen 30 toneladas de carbon en
20 dias; 3 hornos mas consumiran en 25 dias una
cantidad de carbon igual a:

Resolucion:
DP
4 |
Hornos TN dias
5 30 20
8 X D
l t
DP
Se cumple:
x _825
30 5 20
x =60 TN
I

... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Una de las aplicaciones mas utilizadas de la pro-
porcionalidad es el porcentaje, que tiene su origen
en el tanto por ciento.

¢ Qué significan la frase "por ciento"?

Significan una cierta parte de cada ciento de una
cantidad cualquiera. Asi el 4 por ciento significa
4 de cada 100 y puede ser 4 soles de cada 100
soles, 4 kilos de cada 100 kilos y se puede escribir.
4 1
100 25

Cuando la parte fraccionaria de un total se expresa
en centésimas, se dice que es un porcentaje del
total. La palabra porcentaje se emplea para refe-
rirse al método del célculo por cientos.

TANTO POR CUANTO

El 5 por 8 de una cantidad, significa dividir dicha
cantidad en 8 partes iguales y tomar 5 de ellas.

Ejemplo Aplicativo:

El 5 por 8 de 120.

Si 120 lo dividimos en 8 partes iguales, tomando 5

— 8 partes iguales

120 5
de ellas o sea: S (—J =—x120=75
8 8
; A
Es decir, el Apor B de N es: B N

Cuando B =100 se lee Apor 100 de N y se denota
por A% de N y se escribe:
A
100

I .
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Ejemplo Aplicativo:

El 20% de 75 es:

20 75_15
100
S — L
Tanto por Porcentaje
ciento

Tanto por ciento expresado en fraccion:

10 1
2 00 i e 1
100 10
25 1
. o259 . 2 _1
100 4
. 100% ... 100 _,
100

Un numero racional en tanto por ciento:

3 3

. 2 2.100% = 75%
4 4 .

. g | %100%:120%

.4 4.100% = 400%

Observacion: Es muy frecuente aplicar Regla de
Tres Simple para problemas de tanto por ciento.

Ejemplo:
¢ De que numero; 92 es el 15% mas?

Resolucion:
El nimero representa el 100%, entonces el 15%
mas, sera: 100% + 15% = 115%

Es decir:
92 115%
X 100%
92(100%)
- = 0
X= s o0 Reta
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ASUNTOS COMERCIALES

1. Se compra un articulo en P_; para luego ven-
derlo en P, entonces:

l. Si P,, > P hay ganancia y se cumple:

PU = PC +G
p G : Ganancia 6
C G Utilidad

Py

ll. Si P, < P_hay pérdida y se cumple:

p P : Pérdida
— P ——

2. Generalmente, al realizar un negocio, que
nos va a dar una utilidad, ocasiona gastos
(movilidad, alquiler, viaticos, etc.), entonces se
cumple:

G =15 + gastos

bruta neta

3. Al precio fijado para la venta de un articulo se le
llama Precio de Lista al cual casi siempre se le
hace una rebaja y por consiguiente se cumple:

K -E-=-F,

Importante: Generalmente, los aumentos se
realizan sobre el precio de costo; mientras que
los descuentos se hacen sobre el precio de lista.
OPERACIONES FRECUENTES

.  a%N +b%N = (a+b)%N

Ejemplo:
15%(60) + 25%(60) = 40%(60) = 24

. a%N - b%N = (a - b)%N

™" Academia Raimondi

Ejemplo:
72%(30) - 37%(30) es:
35%(30) = 10,5

lll.  n(@%N) = (na)%N

Ejemplo:
15(2% de 40) = 30% de 40 = 12

AUMENTOS SUCESIVOS

Método Practico:
Aumento: +30% ; +40%

Nueva cantidad: % -140% = 182%

Aumento unico: 182% - 100% = 82%
DESCUENTOS SUCESIVOS

Método Practico:

Descuentos: -30% :-12%

l

Queda : 70% . 88%
| |
0. 88%—616%
100

Descuento unico: 100% — 61,6% = 38,4%

Ejercicio de Aplicacion:
Dos aumentos sucesivos del 30% y 40%. ;A qué
aumento unico equivalen?

Resolucion:

Cantidad inicial: N; le aumentamos el 30%, obte-
nemos: 100%N + 30%N = 130%N

al cual le aumentamos el 40%, para obtener el
(100% + 40%) del 130%N.

Es decir, al final tengo:

140 130%N) = 182%N
100

Aumento unico: 182%N — 100%N = 82%N

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

En los bancos, el interés del capital se suma al
deposito cada cierto tiempo. Si la adicién se hace
con mas frecuencia, el capital crece mas deprisa,
por lo que el interés es cada vez mayor.

Tomemos un sencillo ejemplo, puramente tedrico.
Admitamos que se depositan 100 soles en un
banco al 100% anual. Si se acumula el interés al
deposito, al cabo del afio sumaran 200 soles.

Veamos ahora qué ocurre si el porcentaje se va
sumando al capital inicial cada medio afio. Al
finalizar el primer semestre llegara a 150% de S/.
100 = S/. 150.

Al finalizar segundo semestre 150% de S/. 150
= S/. 225. Si la adicion se realiza cada 3 meses

(%de aﬁu} a fin de afo se tendra (125%)4 de
S/. 100 soles que es S/. 224,10 soles aproximada-
mente. Si se acumula el interés cada i de afio

a fin de afio se tendra (110%)'° de S/. 100 soles
quees S/.259,40 soles aproximadamente. Si ha-

cemos mas frecuentes los plazos de acumulacién

1

del interés al capital depositado cada 100 de afno
1

. m de afo, etc.

¢ Crecera indefinidamente el capital?
CONCEPTOS ELEMENTALES

CAPITAL (C)

Designa un conjunto de bienes o una cantidad de
dinero de los que se puede obtener ingresos en
el futuro.

I .
Academia Raimondi

Lﬁ}iﬂkha ellnteres

INTERES (I)

Es la ganancia que produce el capital durante un
cierto tiempo con la condicion de que cien unidades
de dinero produzcan una cierta cantidad anual.

Ejemplo:

*  Sise depositan $1000 en un banco y, después
de cierto tiempo y se retira en total $1200,
significa que se ha ganado un interés de $200.

TASA DE INTERES (r%)
Expresa el tanto por ciento del capital que se paga
por la utilizacion de éste durante un tiempo.

Ejemplos:

* Unatasade 12% mensual significa que se gana
el 12% del capital por cada mes.

* Una tasa de 25% bimestral significa que se
gana el 25% del capital por cada dos meses.

Observacion:

Cuando no se especifique cada cuanto
tiempo se aplica la tasa se debera
considerar tasa anual.

TIEMPO (t)
Intervalo durante el cual se presta o utiliza el capital.

* 1 afio < > 12 meses.

* 1 mes comercial < > 30 dias
® 1 afno comercial < > 360 dias
" 1 afno comun < > 365 dias

* 1 ano bisiesto < > 366 dias

MONTO (M)
Es la suma del capital y el interés generado.
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Monto = Capital + Interés

Ejemplo Aplicativo:
Si un capital de 3000 soles, genera un interés de
500 soles, el monto es:

3000 soles + 500 soles = 3500 soles

CLASES DE INTERES
INTERES SIMPLE

En este caso, el capital es constante durante todo
el tiempo, el interés es proporcional al tiempo y a
la tasa.

Ejemplo Aplicativo:

César prestd 4000 soles a Fiorella durante 5 afos
con una tasa de 2% anual. Calcule el interés
generado.

Resolucion:

Como la tasa es 2% anual, por cada afo que pasa
se gana el 2% de S/. 4000 = S/. 80, entonces en 5
anos se gana 5 veces S/. 80 = S/. 400

Observacion:

El interés es D.P. al capital, a la tasa
y al tiempo

Algunas formulas para el calculo del interes simple:

I=C.1% .1

Cuando la tasa y el tiempo estan en las mismas
unidades de tiempo.

INTERES COMPUESTO

En este caso el interés generado pasa a formar
parte del capital cada cierto tiempo denominado
periodo de capitalizacion, o sea que el capital
aumenta cada cierto tiempo.
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Ejemplo Aplicativo:

César presto 40000 soles a Fiorella durante 4 afios
con una tasa de 20% anual capitalizable anualmen-
te. Calcule el interés generado.

Resolucion:

Como la tasa es 20% anual, por cada afio que pasa
se gana el 20% del capital acumulado al comenzar
el afo. En 4 afos se han realizado 4 aumentos
sucesivos del 20%.

1er. afo: 120% de S/. 40000 = S/. 48000
2do. afo: 120% de S/. 48000 = S/. 57600
3er. afo: 120% de S/. 57600 = S/. 69120
4to. ano: 120% de S/. 69120 = S/. 82944

Al finalizar el 4to. afo, el monto es de S/. 82944
que también se puede calcular:

120% 120% 120% 120% S/.40000 = S/.82944

Entonces el interés en los 4 anos es:
S/. 82944 - S/. 40000 = S/. 42944

INTERES CONTINUO:

El interés continuo se obtiene cuando la capitali-
zacion es en cada instante, es decir, fraccionando
la tasa y el tiempo en un numero de partes infini-
tamente grande.

El monto que se obtiene con un capital C, durante
un tiempo t a una tasa r% (r% y t en las mismas
unidades de tiempo, o sea, si r% es anual, t en
anos, efc.)

M = C.Er%t

Donde: e = 2,71828182...

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

El estudio de la Estadistica es de caracter indis-
pensable para cualquier profesional debido a que
es una herramienta que le sera de gran utilidad
para la toma de decisiones sobre asuntos diversos,
tiene aplicacion en todos los campos del saber y
profesiones.

Es muy dificil establecer una cronologia exacta de
los origenes de la estadistica. Parece ser que los
datos mas antiguos que se conocen son los censos
chinos ordenados por el emperador Tao antes del
afo 2200 a.C.

Alo largo de la Edad Media y hasta principios del
siglo XVII, la Estadistica era puramente descriptiva,
Bernouilli (1654 - 1705) y sobre todo Laplace (1749
- 1827) desarrollaron conceptos matema-ticos fun-
damentales para la teoria estadistica. El primero
formulé la famosa ley de los grandes numeros y el
segundo puso en evidencia las ventajas que podria
aportar el calculo de probabilidades en el estudio
de los fenédmenos naturales de causas complejas.

ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Es una rama de la Matematica aplicada que nos
proporciona los métodos para realizar un estudio
de un grupo de datos en cuanto a su recopilacion,
clasificacion, presentacion y descripcion para poder
tomar decisiones o hacer conclusiones.

ETAPAS:

Recopilacion | | Clasificacion

Todas estas etapas deben manjarse en un orden
estricto para lograr éptimos resultados.

I .
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Estadistica

DEFINICIONES:

Poblacién: Es el conjunto universal o referencial
para realizar el estudio estadistico, cuyos elemen-
tos poseen la caracteristica que se va a estudiar.

Muestra: Es un subconjunto de la poblacion, los
muestreos se realizan cuando es dificil o compli-
cado estudiar toda la poblacion, también se realiza
con la finalidad de obtener resultados en menor
tiempo y a menor costo, para ello es indispensable
elegir una muestra adecuada, que represente a
la poblacién, de acuerdo a la caracteristica que
se estudia.

Ejemplo:

Conjunto de alumnos del colegio RAIMOND| —
Poblacion

Conjunto de alumnos de 5to de secundaria —
Muestra

Ejercicio de aplicacion:

Cite algunos ejemplos en los cuales sea conve-
niente tomar una muestra en vez de toda poblacion
debido a la dificultad que presenta su estudio.

POBLACION

TIPOS DE VARIABLES

Variable Cualitativa: Son aquellas que indican
una cualidad:
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Ejemplos: ETAPAS DEL ESTUDIO ESTADISTICO
La variable cualitativa sexo puede ser solamente
masculino o femenino. I. RECOPILACION: Esto se realiza mediante
encuestas y cuestionarios. Cuando se estudia
La variable cualitativa turno puede ser marana, toda la poblacion, se denomina censo y cuando
tarde o noche. se realiza sobre un subconjunto de la misma,

se denomina muestreo.
Son también variables cualitativas: la profesion de

tus padres, el color de tus ojos, la universidad en | Il. CLASIFICACION: Cuando la cantidad de
la que piensas estudiar, etc. datos es grande, conviene clasificarlos y para
simplificar su estudio. Esta clasificacion debe

Observacion: realizarse teniendo en cuenta la finalidad del

estudio y en muchos casos dependera del

A este tipo de variables, se les puede criterio del profesional que hace dicho analisis.

asignar valores numericos de acuerdo a la

hanera de tillizr los datos. A continuacion, se presentan las edades de un

grupo de 20 personas.
2:3:5:6:;10;12:12:14:; 16:16 ;16 :18;
21222232425 27232932

Por ejemplo, si estamos evaluando personal para
trabajar en una mina a la variable sexo se le pue-
de asignar 0O si es femenino y 1 si es masculino,
indicando que se prefiere personal masculino para
dicho trabajo.

Tamano de la muestra (n): Es la cantidad total
de datos.
n=20

Variable Cuantitativa: Son aquellas que pueden

toimiar valores NMGrHcoE: Alcance (A): Intervalo cerrado cuyos limites

son el menor y mayor de los datos.

Ejemplo: A=l

Edad, nimero de hijos, tiempo de servicio, el
coeficiente intelectual, notas, vida media, carga
electrénica, hematocrito, etc.

Rango o recorrido (R): Es la longitud del al-
cance, se calcula restando el menor dato del

mayor dato.
* Variable Cuantitativa Discreta: Toma valores R=32-2=30
gue estan en correspondencia biunivoca con _
los niimeros naturales. Intervalo de clase (L ): Es unintervalo que se
obtiene al dividir el alcance, para formar grupos
Ejemplo: de menor tamarno.
La cantidad de hijos, cantidad de ingresantes a Por ejemplo, dividamos el alcance en 6 inter-
la UNI, el nimero de empleados de una fabrica, valos de clase del mismo tamafio.
la cantidad de glébulos rojos en una gota de
sangre, etc. ) j | [2:7)[7:12)[12;17)[17:22) [22;27) [27;32]
| |
2 32

* Variable Cuantitativa Continua: Toma todos

los valores en algun intervalo. ' _
Numero de intervalos de clase (K): Es Ia

cantidad de intervalos de clase en que se divide
el alcance, esto depende de la aplicacién que
tiene el estudio de los datos.

Ejemplo:
Temperatura de un gas, longitud de una pared,
estatura de un estudiante, etc.

mE W
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Por ejemplo, si se desea conocer la cantidad
de alumnos aprobados y desaprobados en el
colegio RAIMONDI bastara formar dos interva-
los de clase.

Observacion: Existen algunas reglas que se
pueden tomar como referencia para determinar
el numero de intervalos de clase.

Regla de Sturges: K= 1 + 3,3 Log(n)
Regla de Joule: K = \/H

Ejemplo: Paran = 30
Apliguemos la regla de Sturges:
K=1+3,3 Log(30) = 5,87

Que se puede aproximar; K=6

Ancho de clase (w; ): Es la longitud del in-
tervalo de clase. Si todos los anchos de clase
son iguales, se dice que el ancho de clase es
constante y se puede calcular de la siguiente
manera:

_R
g

TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

! f
2 <7) | 4
7 12 | 1
12 —17)| 6
17 =22 | 2
[22 27| 4
[27 -32)| 3

lll. PRESENTACION: Se pueden presentar los

datos en tablas de frecuencias o en graficos.

Presentacion Tabular:

Marca de clase (X;): Es un valor que repre-
senta a los datos del intervalo de clase, se
calcula como la semisuma de los limites inferior

= Rafmonds

y superior del intervalo de clase y esta ubicado
en el punto medio del mismo.

Linf + Lsu
X, = p
1 2

Frecuencia absoluta simple (fi ): Es la can-
tidad de datos u observaciones en el i - €simo
intervalo de clase.

Se cumple que:

Frecuencia absoluta acumulada ( Fi ):Esla
suma de todas las frecuencias absolutas sim-
ples desde el primer intervalo hasta el i - @ésimo
intervalo.

Se cumple:

F =n F =Xt

Frecuencia relativa simple (hi ): Indica qué
parte del total de datos se encuentran en el i -
ésimo intervalo. Se calcula como el cociente de
la frecuencia absoluta y el total de datos. Para
obtener el tanto por ciento basta multiplicar esta
valor por 100.

Se cumple que:

: k
I n iy *

Frecuencia relativa acumulada (Hi ): Indica
qué parte del total de datos se encuentran
desde el primer intervalo de clase hasta el i -
ésimo intervalo. Se calcula como el cociente de
la frecuencia absoluta acumulada y el numero
total de datos. Para obtener el tanto por ciento
basta multiplicar esta valor por 100.

Se cumple que:

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .
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F. i
n A j=1 J

Ejemplo: La tabla con los datos del ejemplo
anterior, es:

Intervalo | x; | i | F | h H;
2 -7) |45 | 4| 4 [0,20]0,20
[7 -12) | 95 | 1| 5 |0,05|0,25
[12 -17) |14,5| 6 | 11 | 0,30 | 0,55
[17 -22)|19,5| 2 |13 | 0,10 | 0,65
[22 -27)|245| 4 | 17 | 0,20 | 0,85
[27 -32)| 95 | 3 | 20 | 0,15 | 1,00

Presentacion Grafica: Los graficos son muy
utilizados por los periodistas para presentar da-
tos en la televisiéon y peridédicos, son de utilidad
para los médicos, ingenieros, administradores,
economistas, psicélogos, profesores, etc. ya
gue permite observar el comportamiento de una
muestra con respecto a alguna caracteristica,
de un solo vistazo.

Algunos de los graficos mas usados son:
* Diagrama de barras

* Histogramas

* Piramides de poblacion

* Poligonos de frecuencias

* Diagrama de sectores

* Pictogramas.

Diagrama de barras: En este tipo de grafica,
sobre los valores de las variables se levantan
barras estrechas de longitudes proporcionales
a las frecuencias correspondientes. Se utilizan
para representar variables cuantitativas discre-
tas.

Por ejemplo, el siguiente diagrama de barras
grafica la cantidad de problemas propuestos
para este capitulo por los profesores de Arit-
meética.
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Cantidad de problemas

50

30
20 I
10 I
0 [

César Javier Ermesto Javier
Lau Carranza Chamorro Silva

[ Cantidad de problemas

Diagrama de sectores: En un diagrama de
este tipo, los 360° de un circulo se reparten
proporcionalmente a las frecuencias de los
distintos valores de la variable.

Estos graficos resultan muy adecuados cuando
hay pocos valores, o bien cuando el caracter
que se estudia es cualitativo.

Cantidad de problemas
10

In M César Lau
40 54 Javier Carranza
B3 Ernesto Chamorro

Wl Javier Silva

30

Histogramas: Los histogramas se utilizan para
representar tablas de frecuencias con datos
agrupados en intervalos. Si los intervalos son
todos iguales, cada uno de ellos es la base de
un rectangulo cuya altura es proporcional a la
frecuencia correspondiente.

Poligono de frecuencias: Si se unen los pun-
tos medios de la base superior de los rectan-
gulos, se obtiene el poligono de frecuencias.

Il .
... Siempre los primeros
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fi;
12}--
10}--
7 Poligono
frecuencias
5 |-
4
2 X _
N

: o
0 5 10 15 20 25 30 Intervalos

Observacion: El area de la superficie limitada
por el poligono de frecuencias y el eje horizontal
es igual a la suma de las areas de los rectan-
gulos que forman el histograma.

Diagrama Escalonado: Llamado tambien His-
tograma de frecuencias acumuladas. Consiste
en representar las frecuencias acumuladas
de una tabla de datos agrupados, obteniendo
de esta manera el histograma de frecuencias
acumuladas.

Ojiva: Es una curva que se obtiene al unir
todos los extremos superiores de las barras
de un histograma de frecuencias absolutas
acumuladas.

F; 4

]

» Ojiva

R -

5 10 15 20 25 30 Intervalos

IV. DESCRIPCION: La descripcion de los datos se

realizara mediante las medidas de tendencia
central.

§
i
¢

Media: Para datos no agrupados: Es la media
aritmetica de los datos.

Para datos agrupados:

Mediana:

Para datos no agrupados: La mediana es
aquel dato que ocupa la posicion central, cuan-
do los datos estan ordenados y si la cantidad
de datos es par la mediana es el promedio de
los dos datos centrales.

Ejemplos:
La mediana de los datos:
2:3:4:5:5:6:8:9:20:24;:25es6

La mediana para los datos:
4:5;12;20;100; 132 es la media aritmetica
de 12y 20 que son los dos términos centrales,
es decir la mediana es 16.

Para datos agrupados:

A
Me=Ljhf+w 2 mel
me
=
B 2 me-1
me

Donde:

Linf : Limite inferior de la clase mediana.
w: Ancho de clase

Frne—1 : Frecuencia absoluta acumulada de la
clase anterior a la clase mediana.

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .




Academia

IRaimenali

Formulario de ARITMETICA

fme : Frecuencia absoluta simple de la clase
mediana.

Moda:

Para datos no agrupados: Es el valor que
aparece con mas frecuencia. Si son dos los
numeros que se repiten con la misma frecuen-
cia, el conjunto tiene dos modas y se denomina
bimodal. Otros conjuntos no tienen moda.

Ejemplo:
La moda para los datos:
3;4;6:;6;6;7;10;21es6

Para datos agrupados:

Donde:

Linf - Limite inferior de la clase modal.
w: Ancho de clase

A1 =Tno = Tmo-1

Ay =fno — Tmo+1

fm
modal.

o - frecuencia absoluta simple de la clase

fno+1: frecuencia absoluta simple de la clase
posterior a la clase modal.
f

m
anterior a la clase modal.

o—1: frecuencia absoluta simple de la clase

MEDIDAS DE DISPERSION

Las medidas de dispersion muestran la variabilidad
de una distribucién, indicandolo por medio de un
numero, si las diferentes puntuaciones de una
variable estan muy alejadas de la media. Cuanto
mayor sea ese valor, mayor sera la variabilidad,
cuanto menor sea, mas homogeénea sera a la me-
dia. Asi se sabe si todos los casos son parecidos
o varian mucho entre ellos.

™" Academia Raimondi

Es conveniente considerar cuatro variables de
dispersion: la amplitud de variacion, la desviacion
media, la varianza y la desviacion estandar. Todas
estas medidas, excepto la amplitud de variacion,
toman a la media como punto de referencia.

Desviacion absoluta media

Mide la desviacion promedio de valores con res-
pecto a la media del grupo, sin tomar en cuenta
el signo d ella desviacion. Se obtiene al restar
la media de cada valor del grupo, eliminando el
signo ( + o - ) de la desviacién, hallando después
el promedio.

e lei_ﬂ
n

Varianza

La varianza de una muestra se calcula casi en la
misma forma que la desviacion media, con dos pe-
quenas diferencias: 1) las desviaciones se elevan
al cuadrado antes de ser sumadas y, 2) se obtiene
el promedio, utilizando (n -1) en lugar de n.

La varianza muestral se puede calcular mediante
la formula siguiente:

2 Z(xi —X)E

o=
n-1

Desviacion estandar

El desvio estandar es simplemente la raiz cua-
drada positiva de la varianza. De este modo si la
varianza es 8.1, la desviacion estandar es 9. Para
obtener la desviacion estandar se puede utilizar la
siguiente férmula:

. \]z(xi-i)z

n-1

Il .
... Siempre los primeros
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Se puede decir que la Matematica tomo forma de
ciencia en la antigua Mesopotamia, donde los su-
merios crearon la escritura cuneiforme (3,200 a.C.)
La civilizacion de Babilonia desarrollada en la
antigua Caldea cre6 el sistema sexagesimal,
aunque no conocian el cero utilizaban 2 simbolos
Y=1y<=10.

Hasta que mucho tiempo después aparecieron los
sistemas de numeracion que utilizaban los dedos
(decimal, quinario, duodecimal, vigesimal, etc).

Pero podemos decir que recien en el siglo V d.C.
se fraguaron los origenes de nuestro sistema de
numeracion (decimal). El principio de posicién;
ocasiono las nueve cifras y el cero aparece en la
obra del matematico indio Brahmagupta.

Es decir, los hindues crearon las cifras 0, 1, 2, 3,
..... , 9; pero fueron los arabes los que difundieron
estos simbolos por Europa.

NUMERACION
Parte de la aritmetica que se encarga de la forma
correcta de expresar y representar a los nimeros.

NUMERO
Es un ente matematico que nos permite cuantificar
a los objetos que nos rodean.

NUMERAL
Es la representaciéon simbdlica del numero.

Mayas:» =1 ; —= 5 ; 3 =20
ananus:];V;X;L;C;D;M
Hindles - Arabes: 0:1:2:3:4:5:6:7:8:9

Ejemplo:
"Cinco" se puede representar asi:

I .
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ML o : ;s —: 5:vyYYYyYyY; .. efc

SISTEMA DE NUMERACION
Conjunto de reglas y principios convencionales
para representar un numero.

PRINCIPIOS

1. DEL ORDEN: Toda cifra en un numeral, tiene
orden, por convencion, se enumera de derecha
a izquierda.

Ejemplo:
4328
t ler. orden (unidades)
2do. orden (decenas)
3er. orden (centenas)
4to. orden (millares)

Observacion: También podemos encontrar el
lugar que ocupa una cifra y se toma de izquier-
da a derecha.

—_—
4328
& 4to. lugar
Jer. lugar
2do. lugar

ler. lugar

2. DE LA BASE: Todo Sistema posicional de
numeracion tiene una base, que es un numero
natural mayor que la unidad, el cual indica la
cantidad de unidades necesarias para pasar
de un orden al orden inmediato superior. En
forma sencilla, la base nos indica la forma como
debemos agrupar.

3. DE SUS CIFRAS: Las cifras son numeros na-
turales que siempre son menores que la base.

En base "n" las cifras pertenecen al conjunto:
{0;1:2:;3;.....5(-1)
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Observacion: Valor if Ejemplo:
V, : Valor Absoluto 43267y = Vr(4) + VR(3) + Vr(2) + VR (6)
Vg : Valor Relativo 43267, = 4.72+3.724+2.71+6.7°
Va — 4
Eﬁ = S En general:
a =
o N= A1k -28k-3----d28130(ny) numeral de "K" cifras
4328 de la base "n"

L~ VR = 8 unidades

— VR = 2 decenas
VR = 3 centenas
> VR = 4 millares

POR BLOQUES: Consiste en descomponer un
Algunos Sistemas Posicionales de Numeracion ) humeral tomando convenientemente las cifras de
2en2, 3en 3, efc.

Base | Sistema Cifras a utilizar Ejemplos:
2 | Binario 0, 1 ababab, . = ab, . -n*+ab,_. -n®+ab, . -
3 | Ternario 0.1.2 — _{n] 3 _(n] )
4 | Cuaternario |0,1,2,3 abeabe s) = abes) 97 +abe g,
5 | Quinario 0,1,2,3,4
6 Senario 0,1,2,3,4,5 B el
7 | Heptanario |0,1,2,3,4,5 6 1. De base n a base 10
8 |Octanario [0,1,2,3,4,5,6,7 Ejemplo: Expresar 2132(6) en base 10
9 | Nonario 0.1.2.3.4.56.7.8 Ei metodo, cun'siste en descomponer polino-
10 |Decimal  |0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 e i
s 2132, =26 +1-6°+3-6+2
REPRESENTACION LITERAL DE UN NUMERO 21326 =432+36+18+2
* Numeral de 2 cifras base 10 21325y = 488 Rpta
abe{10;11:12; ....; 99}
* Numeral de 3 cifras base 5 Sro. metodo: (Rarling
abc g, € {1005 ; 1015) ; 102(5) ; ... ; 444(5)} 2 }+ 3 9
, E; ,! ~12 |78 ‘ 486
NUMERAL CAPICUA: Aquel cuyas cifras equidis- 12 13 | 31 | 433 Rpta

tantes de los extremos del numeral son iguales. ”
Ejemplo: a; aa; aba; abba; abcba; aa

2. De base10abasen

DESCOMPOSICION POLINOMICA Ejemplo: Expresar 435 a base 7

Consiste en expresar un nimero como la suma de Eﬁgf?g;g;’;i’f: Eg S;ﬂd'lrjsggﬁggai::;?;;ﬁ
sus valores relativos. = q q d

las cifras del orden respectivo”.

mE W
B Academia Raimondi ... siempre los primeros
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6) 8 \7@ 2
©)
— 435=1161,

3. De basenabasem

Ejemplo: Expresar 416(g) a base 9
"El método, consiste en expresar primero en
base 10y luego dicho resultado a base 9".

41 1+| 6 +
8| | |32 |264
4133 |270
Luego 270 a base 9
2709 3.
@ 3&% ab__ = akn+ak-lb+ak3b+...+alb+alb+b
ab__
\/ \ abf.
n
Observacion: "A mayor numeral aparente,
menor base” CAMBIO DE BASE DIRECTO
416 >330—-8<9
Limite de un numeral Ny de "k" cifras Expresar 1331ggg) en la base 1001.
o : * 1000 -1001=-1
n. < N[n] <n I 3 23
-1 -1 -2
Ejemplos: 12
102 < abc < 10° -1 - f
6° < abcd g, < 6* Q@
= 133(1000) = 111(1001)
PROPIEDADES
_ o Se debe aplicar el método de Ruffini para realizar
1. Numeral dE.‘ k C!frEIS maximas EI cambln dE base d"-ectn
" Importante:
(n-1)(n-1)... .n-1) =n"-1
k Gitraa (n) Para convertir nimeros de base "n" a base 10, se
debe utilizar la descomposicion polindmica.
Il
Acaiasls Ralanss ... siempre los primeros [
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DESCOMPOSICION POLINOMICA

La descomposicion polinomial o polindmica de
un namero: es la descomposicién de un numero
expresando el valor posicional de sus cifras usando
potencias de la base del sistema de numeracion.

El nimero 9358 y 867, escritos en el Sistema de
Numeracion Decimal, se descompone en forma

Ejercicio:
*  Convertir 21201101225y a base 9

De base nk a base n: Se toma cada una de

las cifras de la base n~ y se convierte a base
n, tratando de obtener grupos de "k" cifras, si
algun grupo no tiene "k" cifras se completa con
ceros a la izquierda.

polinémica de esta manera:

N° Descomposicién Ejemplo:
" ; 1 = 72416(5) a base 2
9358 9-10°+3-10°+5-10"+8-10 Basa §=2% abasgd
9-1000+3-100+5-10+8
Cada una de las cifras de la base 8, se con-
867 8-102+6-10"+7-10° vierten a base 2.
8-100+6-10+5 712 2[2 42
@32 0 © 2[2
En general: Para un numero de 5 cifras @ w @
4 3 2
abcde | 10"a+10°b+10°c+10d+e 1119 0102 1009
1.2 6|2
CASOS ESPECIALES DE CAMBIO DE BASE % 2
. De base n a base n® : Se toma el numeral de ®®
la base "n" y se separa de derecha a izquierda 0019 1109
grupos de "K" cifras. Enseguida, a cada grupo s
se Bpliﬂﬂ dESCDmpDSiEiL‘:n pnlinémica. 90 72416 —~111010100001110

8) TSR SR

Ejemplo: , :
110110111012 a base 8 DESCOMPOSICION POLINOMICA PARA

NUMEROS POSITIVOS MENORES QUE LA

Resolucion: UNIDAD
Base 2 a base 8= 93—k
110111011101 dq dp aj a
| |O ‘ (2) 0, aa,a;..... a"{k) =k1+k2 3 .|.___.|.k_'n'l_

Luego:
11{2] =1x2+1=3

Ejemplos:

0,24, =2+ 4
3 . i 1

* 0,371 = —4—1—

Entonces: 11011011101{2} = 3335{3} Rpta (8) gl g2 g3
| N

B Academia Raimondi ... siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Contar significa establecer una relacion entre dos
colecciones de objetos de tal modo que a cada
objeto de un conjunto se le haga corresponder otro
de otro conjunto.

Por ejemplo, cuando un alumno cuenta los dias de
la semana que asiste a clases a su colegio hace
corresponder a cada dia un dedo de su mano, es-
tableciéndose asi una aplicacion, es decir a cada

dia le corresponde un dedo.
Conjunto

de Dias

Conjunto
de Dedos

Lunes Menique

Martes \ > Anular
Miércoles \ ’ZI- Medio
Jueves } \ » Indice
Viernes / Pulgar

SUCESION

Se llama sucesioén a toda aplicaciéon del conjunto
de numeros enteros positivos en el conjunto de los
numeros reales R. Sus elementos se representan:
a; ;, a, , as , , @, donde nos indican el
primero, segundo, el tercero y asi sucesivamente.
Si aparece el tltimo término se dice término enési-
mo Yy la sucesion es finita, si no aparece es infinita.

NUMEROS EN SUCESION NUMERICA
1. Progresion Aritmética

\/\)\/\/

+2 +2

I .
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Es una sucesion numeérica de 5 términos donde
el primero es 18 y los siguientes se obtienen
aumentando 2 al anterior; a esta sucesion se
le llama sucesion aritmeética o progresion arit-
meética.

El término de lugar "n" sera: @, =16+2n

2. Progresion Geométrica

. ~ 2740 7 1125
\/ S N
X0 X5 X5

Es una sucesion numeérica donde cada termi-
no se obtienen multiplicando por 5 al término
anterior; a esta sucesion, se le llama sucesion
geométrica o progresion geomeétrica.

e . _q.en-1
El término de lugar "n" sera: @n = 9.5

SUCESION ARITMETICA DE PRIMER ORDEN
O LINEAL (Progresion Aritmética)

Se llama asi a aquella sucesion donde la diferencia
entre dos términos consecutivos es siempre la
misma; es decir cada término se obtiene agregando
una cantidad constante al término que le precede,
a dicha cantidad se le llama razén de la progresion
aritmética.

Ejemplos:
1. - . 206 un - 206
N S
+9 49
2. 94 ;: 9 ; savess S
V% \/
-4 -4
En General:
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al; 5'12 . 33; wrve § 0

NN

I I
Se deduce que:

I. RAZON (r): Es la diferencia de dos términos
consecutivos de la progresion aritmetica.

ik T

Il. TERMINO ENESIMO (ap) : La siguiente formu-
la se utiliza para hallar un término cualquiera
de la progresion.

n

a_ =a; +n-1)r ‘

"n" es el lugar que ocupa el término que se
quiere calcular.

lIl. NUMERO DE TERMINOS (n)

a —a
n

1

n= +1

r

Donde:

dp : término de lugar n
a4 : primer término

r : valor de la razén

Ejercicio de aplicacion:

En la siguiente sucesion aritmética, calcule la
razon, su cantidad de terminos y los términos de
lugar 23 y 37.

5. 205 MY 2BT & rmmsnananes OB
Resolucion:
* r=30-23=7
. Mn:m

* Ay =23+22(7)=177
* a3, =23+36(7)=275

™" Academia Raimondi

CONTEO DE CIFRAS

Consiste en calcular el nimero de cifras de una
sucesion numerica.

Ejemplo:
Calcule el numero de cifras de:
374043 oo 5214

Resolucion:

*  Del 37 al 97 hay L

+1= 21 numeros de

dos cifras tenemos: 21x 2 = 42 cifras .

214-100

Del 100 al 214 hay +1=39 numeros

de tres cifras tenemos 39 x 3 =117 cifras .
Entonces en total hay 42 + 117 = 159 cifras

PAGINACION

Al imprimir un libro, periddico, etc. antiguamente se
utilizaba en la tipografia por cada letra o simbolo
un tipo de imprenta.

Ejemplo:

Diga Ud. la cantidad de tipos de imprenta que se
utilizan para enumerar las paginas de un libro de
248 paginas.

Resolucion:
Del 1 al 9 hay 9 paginas, del 10 al 99 hay 90 pa-
ginas, de 100 al 248 hay 149 paginas entonces
en total hay:

9x1+90x2+149 x 3 = 636 cifras

Nota: Para un libro de "p" paginas el numero de
cifras o tipos de imprenta utilizado es:

N€cifras = (p+1)k-111....111
'q—v_f

k cifras

k: numero de cifras de "p"

En el ejemplo anterior p = 248 y k = 3 entonces:
N° de cifras es: (248 + 1)3 - 111 = 636 Rpta.

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Definimos adicién y multiplicacion de los numeros
enteros no negativos de tal manera que las propie-
dades de cada uno como operacion binaria sean
mas admisibles.

Una vez establecidas, las llamaremos leyes, por-
que nos guian en lo es posible hacer en Aritmeética,
veremos como estas leyes nos permiten ahorrar
trabajo en los calculos, nos ayudan a encontrar y
entender procedimientos abreviados, asi como dar
sentido a lo que antes aprendimos mecanicamente.

LA ADICION

La adiciéon en Z, que utiliza el operador +, es la ope-
racion mediante la cual se asigna a dos numeros
enteros a y b denominados términos o sumandos

un Unico numero entero s, llamado sumade ay b.
A

OPERACION: Adicién
OPERADOR: +

suma

a+bh=s«
]

sumandos

AXIOMAS PARA LA ADICION

Clausura: La suma de dos numeros enteros es
también un nimero entero.

I .
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Conmutativa: Al cambiar el orden de los suman-
dos, la suma no se altera.

Asociativa: La suma de tres o0 mas numeros
enteros no varia al agrupar los sumandos de dos
en dos.

Elemento neutro (identidad aditiva): El unico
elemento del conjunto de numeros enteros que
sumado con otro numero entero a da como resul-
tado el mismo numero a es 0.

Opuesto o inverso aditivo: Para cada numero
entero a, existe un unico numero entero — a tal
que:a+(-a)=0

SUMAS NOTABLES:

1) Suma de numeros naturales consecutivos
S=1+2+3+..+n

_ nin+1)

B

2) Suma de numeros pares consecutivos
S=2+4+6+...+2n

S=n(n+1)

3) Suma de numeros impares consecutivos
S=1+3+5+...+2n-1

S=n?

4) Suma de cuadrados naturales consecutivos
S=F+2°+3%+ . +n°

, n(n+1)(2n+1)

S
6
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5) Suma de cubos naturales consecutivos
S=P+22+3F +..+n°

| n(n+1) -
S‘[ 2 ]

6) Suma de cuartas potencias naturales con-
secutivas

S=1%42%,:3%4  4n?

_ n(n+1)(2n+1)(3n* +3n—1)

S
30

7) Suma de productos naturales consecutivos
S=1x2+2x3+3%x4+...+n(n+1)

_n(n+1(n+2)

S
3

8) Suma de productos triples naturales con-
secutivos

S=1x2x3+2x3x4+3x4x5+...+n(n+1)(n+2)

_ n(n+1)(n+2)(n+3)

S 4

9) Suma de inversas de los productos natura-
les consecutivos
1 1 1 1

S= + + +...+
1x2 2x3 3x4 n(n+1)
n
S=——
n+1

10) Suma de potencias consecutivas (Cociente
Notable)

S=1+a+a’+a*+..+a"

™" Academia Raimondi

Definicion del numero irracional "e"

x
* Se define e= lim [1+1) . Ademas, otra

X—3oo X
forma de definir este mismo nimero es como
sigue:
1T 1 1 1 1

or 1 21 3! 4|

Suma de términos de una progresién aritmética

LA SUSTRACCION

La sustraccion en Z, que utiliza el operador —, es la
operacion inversa de la adicion mediante la cual se
asigna a dos numeros enteros M y S denominados
minuendo y sustraendo respectivamente un unico
entero D denominado diferencia.

OPERACION: Sustraccion
OPERADOR: -

M - S = D «— Diferencia
T 4

Minuendo
Sustraendo

PROPIEDAD: Lasuma de los tres términos de una
sustraccion es igual al doble del minuendo.

M+S+D=2M

PROPIEDAD: Sia > cy ademas:
abc{n] -

Fﬁ{n]

XYZ(n)
Se cumpleque:x+z=y=n-1
d=g=x+1
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COMPLEMENTO ARITMETICO

Sea N un numeral de k cifras de la base B

CAN(g, =Rk — N(B)

Ejemplo:
CA(345) =5°-34; =11,
También:
CA N{B]_ 100 ...... 0 (B) _N[B}
k" ceros
Ejemplo:

CA[34{5}:| = 100{5} —34{5} = 11{5}

LA MULTIPLICACION

La multiplicacién en Z, que utiliza el operador *,
es la operacion mediante la cual se asigna a dos
numeros enteros a y b denominados factores un
unico numero entero p, llamado productode ay b.

axb =p <«—Producto

A4
Multiplicando
Multiplicador
A
_______ (a ,b}/\'
E > < : -
p = axb

AXIOMAS PARA LA MULTIPLICACION

Clausura: El producto de dos niumeros enteros es
también un nimero entero.

I .
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= Raimonadl

Conmutativa: Al cambiar el orden de los factores
el producto no se altera.

Asociativa: El producto de tres o mas numeros en-
teros no varia al agrupar los factores de dos en dos.

Elemento neutro o identidad: El Unico elemento
del conjunto de numeros enteros que multiplicado
con otro numero entero a da como resultado el
mismo numero a es 1.

Cancelacion multiplicativa: Seana,b,cen Z
Si: ac=bc A cz0=a=b

Distributiva: Paraa ,byc € Z, se cumple:
alb+c)=ab+ac

LA DIVISION ENTERA
Dados dos numeros naturales ay b (b #0), se
define division (Operacion inversa a la multiplica-
cion) de a entre b y se denota g si existe un c tal

que: a=bxc.

Ahora si ¢ no es entero, debe existir un r < b tal
que a=b-c+r.

. Division entera exacta:
— Divisor

D|d — | D=dq
0 q

— Dividendo

Il. Division entera inexacta:

i) Por defecto:

D[d

r q —» Cociente por defecto

= | D=dg+r

ii) Por exceso

Dl d_

r' q+1— Cociente por exceso
= D=d(q+1}—~r’\
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PROPIEDADES c) Conocida la suma “S”, el cociente “q” y el resi-
duo “r" de dos numeros:
1. El residuo de una division entera es siempre a+b=S8
menor que el divisor. { a=bq+r
Residuo < Divisor Sq+r S—r
a= b = —
g+1 q+1

Como consecuencia:
Residuo maximo = divisor — 1

Residuo minimo = 1 d) Conocida la diferencia “D” y el cociente “q” de

dos numeros

2. La suma del residuo por defecto y el residuo a-b=D
por exceso de una division entera es igual al a_ q
divisor. b
r+r=d D D
\_l a=1— | |b=—o
q-1 q-1
3. Los cocientes por defecto y por exceso de una _ _ o _ o
divisién son dos niimeros consecutivos. e) Conocida la diferencia “D”, el cociente “q” y el
residuo “r’ de dos numeros:
PROBLEMAS SOBRE CUATRO OPERACIONES a-b=D
a=bq+r
Si se tiene: B =
a: numero mayor =l Bt
b: numero menor q-1 q-
S: Suma d-E' Ha!! y I!bl!
D: diferencia f) Conocido el producto “p” y el cociente “q” de
q: cociente de dividir “a” Yy b dos numeros:
r- residuode “a’y “b" ab=p
p, pdeLICtU dE ua:: y nbn a
= q
a) Conociendo la suma “S" y la diferencia “D” de b
dos numeros:
a+b=S a=1/pq b= 'z“
a-b=D
a_ S+D o S D Importante:
2 2 « Las operaciones de Adicion y Multiplicacién
estan totalmente definidas en el sistema de
b) Conocida la suma “S” y el cociente “q” de dos los numeros naturales.
numeros:
a+b=S * Las operaciones de Sustraccién y Division
a no estan totalmente definidas en el sistema
5 q de los numeros naturales se dice que estan
parcialmente definidas
q+1 q+1

mE W
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CONCEPTOS PRELIMINARES

La divisibilidad numérica puede realizarse en los
naturales, enteros, racionales ..., es por ello que
presenta distintos grados de dificultad ya que
muchos conceptos corresponden a una Aritmeética
Superior, llamada Teoria de Numeros, la cual se
podria decir surge desde Euclides (Algoritmo para
MCD); Fermat, Euler, Legendre, Gauss, que con
su aporte (Discusiones aritméticas) contribuye al
enriquecimiento de dicha teoria; llegando luego
otros matematicos como Dirichlet, Kronecker,
Riemann, Dedekind, entre otros que siguen apor-
tando y muestran la importancia que ahora tiene
dicha teoria.

Nosotros nos limitaremos a trabajar en el conjunto
numeérico de los enteros.

Sabemos que la suma, diferencia y producto de
dos numeros enteros es siempre entero, es decir,
las operaciones de Adicién, Sustraccion y Multipli-
cacion son cerradas en Z. Pero el cociente de dos
enteros puede ser 0 no entero, se hace necesario
hablar de niumeros divisibles y no divisibles.

NUMEROS DIVISIBLES: Dos numeros enteros a
y b son divisibles si:

& |l c : entero
0 c

Por divisién enterab > 0, entonces b € Z™ (modu-
lo); de la division se obtiene:
a=bxc

En la cual diremos que "a" es multiplo de "b" y lo
denotaremos:

O
a=b

También se utilizan las notaciones:
a=mb

I .
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Si a es divisible entre b, se puede decir que "b"
divide a "a" esto se denota: bja

Ejemplo: 91 es divisible entre 13 porque

o113
0o 7

o
También diremos 91=13 porque 91=13x7 .

Nota:
o) 0:12:28 2.
12 = 12K
1 <— 12.-24..
Entero

NUMEROS NO DIVISIBLES: a y b no son divisi-
bles si la division de a por b es inexacta.

Ejemplo:
3717
Z 2
O 8]
37 =7+ 2 =7-5
| }
35 42

PRINCIPIOS DE LA DIVISIBILIDAD:

I. OPERACIONES CON MULTIPLOS

o O (o] o O O
1. n+n=n 2 n-n=n
O
o0 o o n
n-n=n n-K= _o
3 4 T
(ke Z™)
K 0 K O
5 (rﬂl) = 6. (n+r) =n+rk
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Formulario de ARITMETICA

(ke Z7) (ke Z")
(her e J=ner
7. 1 g} =0EE L,
0 0 0 0
II. Si: N=a; b; c; ...; W entonces:
0
N=MCM(a,b, , W)

lll. Sea A-B=n; si Ay n no tienen divisores
comunes, excepto la unidad (primos entre si)
entonces:

0
B=n

ECUACION DIOFANTICA LINEAL: Es una ecua-
cion algebraica cuyas variables son enteras:

AxiByzCl

Ejemplo: Al resolver la ecuacion 4x + 3y = 12,
encontraremos infinidad de soluciones, como pares
ordenados y todos ellos son parte integrante de
una recta o linea.

RESTOS POTENCIALES: Son los diversos resi-
duos que se obtienen al dividir las diferentes po-
tencias de una misma base entre un cierto numero
llamado moédulo.

Ejemplo: Calcule los restos potenciales de la base
10, respecto al médulo 7.

n{011](2]3
113|216

5|6 |7 | B
51|32

4
4

(0]
Observamos que: 10° =7 +1 y que entotal hay 6
residuos diferentes: {1;2 ; 3 ; 4 ; 5} a dicha cantidad
se le llama gaussiano.

3 )
1093“55!3“0 — ? +1
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CRITERIOS DE LA DIVISIBILIDAD

Son ciertas reglas practicas que aplicados a las
cifras de un numeral permiten determinar su divi-
sibilidad respecto a un cierto numero.

PRINCIPALES CRITERIOS:

Divisibilidad por 2 y potencias de 2

0 o)
abcd =2 & d=2
0 == o0
abcd=4 & cd=4
0 o
abcd =8 < bed=8

Divisibilidad por3y 9

O

a+b+c+d=3
O

a+b+c+d=9

- O
abed=3 &
v i

abed=9 &

Divisibilidad por 5, 25y 125

8]
abcde = 5 & e=560

o _ o
abcde = 25 de = 25

o _ o
abcde =125 <& cde =125

Divisibilidad por 11

+-+-+ o
abcde=11 & a-b+c-d+e

Divisibilidad por 7

231231 5
abcdef=7 < —2a—3b—c+2d+3e+f=7
-+

Divisibilidad por 13

431431 o o
g_@cdef =13 4a+3b-c-4d-3e + =13
+ -+

Il .
... Siempre los primeros
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Divisibilidad por 33 y 99

1(10)1(101 o
abcde=33 a+10b+c+10d+e—33
1(10)1(101 o

abcde=9 & a+10b+c+10d+e—99

Divisibilidad por 17

Un numero es divisible por 17 si al tomar la ultima
cifra de la derecha multiplicada por 5 y restar esta
cantidad al numero que resulta de quitar dicha cifra
el resultado es cero o un multiplo de 17.

Divisibilidad por 19

Un namero es divisible por 19 cuando, separando
la primera cifra de la derecha y multiplicandola por
2, sumando este producto de lo que queda a la iz-
quierda y asi sucesivamente da 19 o multiplo de 19.

Divisibilidad por 23
Un numero es divisible por 23 si al quitar su ultima
cifra (de las unidades), la suma del numero resul-

tante y 7 veces esa ultima cifra es 23 o multiplo
de 23.

Divisibilidad por 29
Un numero es divisible por 23 si al quitar su ultima
cifra (de las unidades), la suma del numero resul-
tante y 7 veces esa ultima cifra es 23 o multiplo
de 23.

COMPLEMENTOS

DIVISIBILIDAD EN OTRA BASE:

0]
abcde(n) =k ; por restos potenciales:

Basen: n° n' n® n® n*

Modulok: 4 I I3

Entonces se cumple:

I .
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(8]

r,a +r3b+ r2c+r1d+e=k

DIVISIBILIDAD POR (n + 1) EN BASE n:

—+—+ 0 0
abcd, =(n+l1) -a+b-ct+d=(n+1)

(n)

DIVISIBILIDAD POR (n - 1) EN BASE n:

0 0
abcd{n)={n—1) & a+b+ctd=(n-1)
PROPIEDAD:
n+e
i
n®+den
abcdep = o
n3+ ;n
-
n%+ bcdep
CONGRUENCIA:

Dos numeros a y b son congruentes respecto al
modulo m si al dividir a y b entre m el resto es el
mismo.

Ejemplo:
17 y 32 son congruentes respecto al médulo
porque:

17=5 +2

Notacion:
a=b(m) 6 a=b(mod m)

O
Se verifica: a—b=m
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Abogado de profesion, matematico aficionado,
nacioé en la ciudad de Beaumont-de-Lomange el
17 de agosto del 1601.

Pierre Fermat hizo Importante:s aportes a la mate-
matica, como por ejemplo en Geometria Analitica.
El calculo de probabilidades, el calculo infinitesimal
y la aritmética.

Sus investigaciones se conocen, fundamentalmen-
te, debido al intercambio de notas que mantuvo
con matematicos de la época, tales como Blaise
Pascal (1623-1662); René Descartes (1596-1650);
M. Mersenne entre otros.

Cabe destacar una carta dirigida a Pierre de Carca-
vi (1600-1684) en la que expone sumariamente lo
que el consideraba Importante:, como por ejemplo
el método del "descenso infinito".

En 1679, su hijo mayor Clement-Samuel recopil6
y publicé sus obras y cartas de su padre.

En la copia de Bachet del libro de Diofanto, en la
parte del mismo donde se plantea el problema de
hallar cuadrados que son sumas de dos cuadrados,
Fermat escribio.

"Cubum autem in duos cubos, aut
qguadrato-quadratum in duos quadrato-
guadratos, et generaliter nullam in
infinitud ultra quadratum potestatemin
duos eje dem nominis fase est dividere:
cufus rei demostrationem mirabilem
sane detexi. Han marginis non carpet".

Que traducido senala:

"Por otra parte, es imposible para un

™" Academia Raimondi

cubo ser suma de dos cubos, para una
cuarta potencia ser suma de dos cuar-
tas potencias o en general para un nu-
mero que es potencia mayor que dos,
ser suma de dos numeros que son de
esta misma potencia. He descubierto
una demostracion maravillosa de esta
afirmacion imposible de escribir en este
estrecho margen"”.

Simbdlicamente, esa proposicion, hoy llamada EL
ULTIMO TEOREMA DE FERMAT establece que
si "n" es un numero natural mayor que dos, no
existen numeros naturales x, y, z que satisfacen
la ecuacion:

xI"I_l_.yf'l=lzf'l

Pierre Fermat fallecié en la ciudad de Castres el
12 de enero de 1665.

CLASIFICACION DE LOS NUMEROS ENTEROS
POSITIVOS

Al considerar los enteros positivos, observamos
que la unidad es el Unico numero que tiene un
solo divisor, los demas numeros tienen dos o
mas divisores; segun esto daremos las siguientes
definiciones:

1. NUMERO PRIMO: Es aquel numero entero
positivo que posee solo dos divisores: la unidad
y el mismo numero.

Ejemplo:

3 es un numero primo debido a que tiene soélo
dos divisores: 1y 3.

Son numeros primos: 2; 3; 5; 7; 11; 13; ......

2. NUMERO COMPUESTO: Es aquel numero
entero positivo que tiene mas de dos divisores.

Il .
... Siempre los primeros




Academia

- = : t __1'*'” D e, o
Formulario de ARITMETICA St # }r_ﬂ ( @?ﬁ}@’ﬂﬁ

Ejemplo: 360 | 2

6 es un numero compuesto debido a que tiene 180 | 2

mas de dos divisores: 1,2, 3y6. 00| 2 360 =2%x2x2x 3x3%5

, 45| 3 '::> 5 5

3. NUMERO SIMPLE: Es aquel numero entero 15| 3 360= 2 x 3" x5

positivo que no tiene mas de dos divisores. 5| 5

1

4. NUMEROS PRIMOS ENTRE Si (PESI): Son
ECIUE“EIS que tienen como unico divisor comun ESTUDIO DE LOS DIVISORES DE UN NUMERO
a la unidad. A dichos numeros, también se les

llama primos relativos o coprimos. a) Tabla de Divisores:

Ejemplo: Confecciona la tabla de divisores de
5. DIVISOR PROPIO: Son todos los divisores de 1]20_ P

N N.
, menores que 190 = 23 x 31 « 5

Ejemplo: Los divisores propios de 12 son: 1, 20 9l 92 23 «— Divisores de 23

2,3,4y6. 1
PROPIEDADES 5136 12 24

5|15 10 20 40

* Lasucesion de numeros primos es infinita. 15 30 60 120

*  El unico numero primo par es 2.

* Si N es un numero primo mayor que 3, L os divisores de 120 son:

0
- :23 3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60,

Varios numeros consecutivos son PESI.
*  8iunnumero primo absoluto no esta conte-
nido en un nimero compuesto, ambos son

= 120 tiene 16 divisores.

PESI * Cantidad de Divisores de un Numero:
m n
Sea N=a":b"-c? descomposicion ca-
Importante: nénica de N; podemos calcular la cantidad de
o , _ divisores de N sin necesidad de hacer la tabla
1. El dnico numero primo par es dos. de divisores, utilizando la siguiente férmula:

2. Averiguar qué es un numero perfecto, un nume-
ro abundante, numero defectuoso y numeros

amigos. CD(NJ=(m+1)(n+1)(p+1)

Teorema Fundamental de la Aritmética

Ejemplo:
Todo niimero entero positivo se puede descompo- Calcule la cantidad deadlw?nre? de 120.
ner como el producto de potencias de sus factores 120=2"x3"x5
primos, esta descomposicion es unica y se conoce = CD(120)=(3+N)(1+N(1+1) =16
como descomposicion canonica. Syt
Ejemplo: Obs. También se cumple:
Descomponer canénicamente el namero: 360. CD(N)=CD(primos)+CD(compuestos) +1
Il

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .
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= Ranmendi Formulario de ARITMETICA
* Suma de los Divisores de un Numero: Ejemplo:
i ikl 1 ¢ Cuantos numeros menores o iguales que 12 son
SD(N)=| 2 ~1 b 1| P -1 primos relativos con 127
a-1 | b-1 | c-1 1,5,7,11
4 numeros

Ejemplo:

Caliie |asuma s los diisHies 36 120; Esta cantidad se puede calcular usando la funcion

120 = 2% 31 5" de Euler.
Bkl Como: 12=2%x3'
3+1 1 +1 _ 92-1 1-1 _
sp(20)=| 1|3 =15~ =11 _3g9 R e
2-1 3-1 5-1 2 1 1 2
o tambiéen:
*  Producto de los Divisores de un Numero: ¢{12} = 22 (1“%) 3! ( —%J=4
C e e e e e
PD(N) = yNDON) S
Ejemplo: TEOREMAS ADICIONALES

Calcule el producto de los divisores de 120
como CD(120) = 16.

TEOREMA DE WILSON: Si p es un numero primo.
= PD(120) = v120'® =120°

(p-1)!=p-1
* Sumade las inversas de los divisores de N: ]
Ejemplo:
SD(N 0
SIDN) = 22 G-1 = 5 —1
Ejemplo: TEOREMA DE EULER: Siay b son PESI:
Calcule la suma de las inversas de los divisores o(b) _©
de 120. a''=b+1
SD(120) 360
SID(120) = 1(20 )_ 120 =3 Ejemplo:
Seaa=3yb=8
. . Se cumple:
INDICADOR DE UN NUMERO O FUNCION 20(8) g i
EULER 9) == To"
3© =8+1

La cantidad de numeros menores o iguales que N
y PESI con N se puede calcular utilizando: TEOREMA DE FERMAT: Siaypson PESlypes
un numero primo.

=1 n-1 p-1
d=a (@a-1)b" " (b-1)cP T (c-1) -
(N) P l=P+1
que también se puede escribir: Ejemplo: Seaa =4y p =3 se cumple:
(8]
o =a™P[1-1]1-1})1-1 \_'__,43_1 =g %
(N al b c 2 a
4 = Fd]

mE W
B Academia Raimondi ... siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Al considerar el conjunto de los enteros positivos,
una de las partes de la Teoria de Numeros, es el
calculo del M.C.D. y el M.C.M. de varios numeros.
Se sabe que ya antes de nuestra era, Euclides
aportaba (en su obra Elementos) el algoritmo de la
division que nos da la obtencion del M.C.D.

Este algoritmo tiene su aplicacion en las fracciones
continuas.

NOCIONES PRELIMINARES

l. DIVISOR COMUN: Se llama divisor comtn de
un conjunto de numeros enteros, a aquel nime-
ro entero positivo que se encuentra contenido
en todos ellos una cantidad entera y exacta de
veces.

Ejemplo:
Los divisores de 12 ; 18 y 30 son:
D(12)={1; 2; 3; 4, 6; 12}
D(18)={1;2;3;6;9; 18}
D(30) ={1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30}
Como Ud. observara los divisores comunes
son:
1;2;3y6

Entonces llamaremos Maximo Comun Divisor
al mayor de los divisores comunes. En conse-

cuencia el M.C.D. (12; 18; 30) =6

“  MCD: El Maximo Comun Divisor de dos o mas
numeros enteros (por lo menos uno distinto de
cero) cumple dos condiciones.

i) Es un divisor comun positivo.
ii) Es el mayor posible
Ejemplos:

M.CD(8;12)=4
M.CD(-8;12)=4
MCD@;-12)=4
MCD(-8;-12)=4

I .
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NOTA:

*

Viaimolecomuniviultiplo

Observacion:
* MCD(0 ; 0) no existe
*MCD(a;0)=1al,a=0

Teorema: Siay b son enteros, no ambos cero,
entonces el MCD de a y b es el menor entero
positivo que puede ser expresado como una
funcién lineal homogénea de ay b.

MCD (a; b) =xa+yb
Donde: x , y enteros.

Importante:

Sean Ay B dos enteros si el M.C.D (A;B) =d
o

8]
Entonces: A=d A B =d

MULTIPLO COMUN: Es aquel entero que
contiene a otro un numero entero y exacto de
veces.

Ejemplo:

Los multiplos positivos de 6 y 9 son:

0

6 =16; 12; 18; 24; 30; 36;... }

O

9=19;18:27; 36;45; ... }

Los multiplos comunes a 6y 9 son:
{18; 36; 54; ....}

Entonces se llama Minimo Comun Mdltiplo al
menor de los multiplos comunes positivos.
En consecuencia el M.C.M (6 ; 9) =18

Los divisores del M.C.D. de varios numeros,
son los divisores comunes de estos numeros.
Los multiplos comunes a varios numeros, son
los multiplos del M.C.M. de aquellos numeros.
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METODOS PARA CALCULARELM.C.D.YM.C.M.

Por descomposicion simultanea

Se colocan los numeros uno a la derecha del
otro y luego se traza una linea vertical, comen-
zando a extraer los factores primos comunes,
cuando los numeros no contengan factores
comunes, o sea, sean P.E.S.I. el producto de
dichos factores comunes sera el M.C.D. Para
el M.C.M. se sigue extrayendo los factores
no comunes hasta que quede la unidad y el
producto de los factores primos comunes y no
comunes sera el M.C.M.

Por descomposicion canonica:

El M.C.D. de varios numeros viene a ser el
producto de los factores primos comunes ele-
vados a su menor exponente; mientras que el
M.C.M. viene a ser el producto de los factores
primos comunes y no comunes elevados a su
mayor exponente.

Por divisiones sucesivas (Algoritmo de
Euclides)

El algoritmo de Euclides es un método antiguoy
eficiente para calcular el maximo comun divisor
(MCD). Fue originalmente descrito por Euclides
en su obra Elementos. El algoritmo de Eucli-
des extendido es una ligera modificacion que
permite ademas expresar al maximo comun
divisor como una combinacion lineal.

Fundamento Teorico:

En toda division inexacta el M.C.D. del divi-
dendo y el divisor es numéricamente igual al
M.C.D. del divisor y el residuo que origina esta
division:

A B

r q

M.C.D.(A,B) = MCD. (B,

Procedimiento:
Dados dos enteros Ay BconA> B

™" Academia Raimondi

Formulario de ARITMETICA

9, 199 | 93 9,1 | 95 — Cocientes
AlBln |5 fhp |G-1p> MCD
Lt |1 0 —» Residuos

PROPIEDADES DEL M.C.D Y M.C.M

1.

Si varios numeros son PE.S.l. el M.C.D. de
ellos es igual a la unidad.

Si a varios numeros los multiplicamos o dividi-
mos por un mismo numero entero, el M.C.D.
y el M.C.M. de ellos quedaran multiplicados o
divididos por dicho entero.

Si a varios numeros los dividimos entre su
M.C.D. los cocientes obtenidos seran P.E.S.I.

El producto de 2 numeros sera siempre igual
al producto del M.C.D. y el M.C.M. de aquellos
numeros.

Si un conjunto de enteros se reemplazan dos
0 mas de ellos por su M.C.D. o su M.C.M. en-
tonces el M.C.D. o el M.C.M. del conjunto de
dichos enteros no se altera.

Si un numero es multiplo de otros, sera multiplo
del M.C.M. de aquellos numeros.

SielM.C.D.(a,b)=dyel M.C.M.(a, b)=m
elMCD (@" ,b")=d"yelMCM (a" , b")=m

, luego
n

Sean los nimeros N=a° -1y M=a%-1.
Entonces el MCD (N;M) = aMCP(P:a) _1

Il .
... Siempre los primeros
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CONCEPTOS PRELIMINARES

Ya hemos visto en division exacta para numeros
enteros, la condicion necesaria para que el dividen-
do sea multiplo del divisor. Pero en el caso de existir
divisiones como: (11) + (—=95), los matematicos
trataron de solucionarlas creando una nueva clase
de numeros, llamados numeros fraccionarios.

Nuestra escritura decimal es consecuencia direc-
ta de la utilizacion de las fracciones decimales
(denominador potencia de 10) cuyo defensor fue
Francois Viete (1540-1603), aunque fue Simon
Stevin quien en 1585 explicé con todo detalle y
de manera muy elemental la utilizacion de las
fracciones decimales.

En 1616, en una obra del escocés John Napier, los
numeros decimales aparecen tal como lo escribi-
mos hoy, con punto decimal para separar la parte
entera de la decimal, aungue en algunos paises
la coma se sustituye por el punto.

NUMERO RACIONAL

a
Es aquel numero que puede expresarse como:
donde acZ A beZ

El conjunto de los numeros racionales se denota
con la letra Q y se define de la siguiente manera:

Q={E:"EIEZ A bez*}; 7" =7.-{0)

Ejemplos:

I .
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Eracclones

NUMERO FRACCIONARIO
Es aguel numero racional que no es entero.

Ejemplos:

=3
' 4

2
5

FRACCION

Una fraccion es un numero fraccionario de términos
positivos.

Ejemplos:
g s
"8

f.l'IIM
*:Dl‘“d

CLASIFICACION DE LAS FRACCIONES

A
Sea la fraccion f = g (B=0)

Recuerde AyB € Z*
. Por la comparacion de sus términos:
a) Propia: g es propia <> A<B

Su valor es menor que la unidad

Ejemplos:
3 7 1

5" 1000 2597

A
b) Impropia: B es impropia <> A>B

Su valor es mayor que la unidad.
Ejemplos:
5 8 125

3 8" g
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Observacion: 5 denominador.

Una fraccion i :mprupia puede convertirse a

Ejemplos:
numero mixto efectuando la divisioén entera: jemp

.n»|~«4
|

5
‘? IBT — La niimero mixto es : g é E

IV. Porlos divisores comunes de sus términos:

Ejemplo:
15 1 A
- ©s 2; a) Reductibles: - esreductible <> AyBno
| son PESL.
Porque: 15 1 7
1 2 . Ejemplos:
Toda numero mixto qE— se puede expresar 20 15 80
como: q+é 15" 75’ 30
q L — q + L - A . .
B B b) Irreductible: B es ireductible <> Ay B
son PESI.
Il. Por su denominador: Ejemplos:
7 6 12
a) Decimal: Cuando el denominador es una 5 11 25
potencia de 10.
Ejemplos: FRACCIONES EQUIVALENTES
1 3 8 . : : .
: : Son aquellas fracciones que tienen el mismo valor;
100 10 1000

por ejemplo:

b) Ordinaria: Cuando el denominador no es
una potencia de 10.

Ejemplos:

U'Jl-h-
N

3
7

2
< > =
4

i
2

lll. Por grupos de fracciones:
a) Homogéneas: Cuando todas las fracciones SIMPLIFICACION DE UNA FRACCION

de un grupo tienen el mismo denominador. A
Sea f= B iSimplificar!

Ejemplo: Bueno, primero calculemos al M.C.D. de Ay B
E g 11 ., entonces:
Las fracciones 7' 7 7 son homogé- A
neas: M.C.D. {A B)
b) Heterogéneas: Cuando todas las frac- f= = —> PESI
ciones de un grupo no tienen el mismo M.CD (A.B)

mE W
B Academia Raimondi ... siempre los primeros
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AMPLIACION DE UNA FRACCION

Sea f = P irreductible, la fraccién equivalente se

pK +
: - i, =T KeZ
obtiene: le aK con .

Ejercicio: Obtener las fracciones equivalentes a

559
731+ CUyOS términos son menores que 1000.

Propiedades

1. Si a ambos términos de una fraccion propia
se le agrega una misma cantidad positiva, la
fraccion resultante es mayor que la original.

2. Siaambos téerminos de una fraccién impropia
se le agrega una misma cantidad positiva, la
fraccion resultante es menor que la original.

d C

3. Sea fi= b Y f, = 4 entonces:

i) ffj>fb a-d>b-c
Vabcyd € ZF

4. Si la suma de dos fracciones irreductibles
resulta un numero entero, entonces sus deno-
minadores son iguales.

FRACCIONES CONTINUAS

Una expresion de la forma:

a+ q se denomina fraccion continua.

C+

Fraccion Continua Simple: Es aquella fraccién
continua de la forma:

La cual representaremos como:
[al s ay ;3 ag s ]

I .
Academia Raimondi

= Raimonadl

1 serepresenta[2;3;4 ;5]
4+ 5

M.C.D. y M.C.M. para fracciones

Sean E, % ? fracciones irreductibles.
| MCD.= MCD.(a,c,e)
MCM.(b,d, f)
. MCM = MCM.(a,c,e)
MCD.(b,d,f)
27
Ejemplo: Encuentre el M.C.D.y el M.C.M. de 3¢
12 18
" 25 50
NUMEROS DECIMALES

Numeros decimales es la expresion en forma li-
neal de una fraccion, que se obtiene dividiendo el
numerador entre el denominador de una fraccion
irreductible.

Asi, tenemos:

= (0,666....

*

=0,8 *

W N

=1,1666....

*

DN B

Clases de Numeros Decimales

Los niumeros decimales se clasifican en 2 grandes
grupos: numeros decimales limitados o exactos, e
ilimitados o inexactos.

[ Dec. Exacto

Numero

Dovitisal | Periodico Puro

Dec. Inexacto

Periodico Mixto

a) Decimal Exacto
Si el numero tiene una cantidad limitada de
cifras decimales.




b)

Academia
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Origen: Una fraccion irreductible dara origen
a un decimal exacto cuando el denominador
esté conformado por sélo factores 2, factores
5 0 ambos.

Observacion: El numero de cifras decimales
de un decimal exacto estara dado por el mayor
exponente de 2 6 5 que tenga el denomina-dor
de la fraccion irreductible.

Ejemplo:
De las fracciones anteriores notamos que son
fracciones irreductibles y ademas generan:

LT =0,28 (2 cifras decimales)
« 25 52\_/'
11 _11_ 1375 (3 cifras decimales)
. 8 25 )
9 9

= 0,255 (3 cifras decimales)
40 E. 2 7

Conversion de decimal exacto a fraccion:

Fraccion Generatriz

La fraccion generatriz de un decimal exacto
sera igual al numero formado por las cifras
decimales, dividida entre la unidad, seguida
de tantos ceros como cifras decimales tenga
el nimero decimal.

Ejemplo:

Decimal Inexacto

Son numeros decimales inexactos aquellos
gue tienen una cantidad de cifras decimales
ilimitada.

b.1D.l. Periédico Puro: Se dice que es Peri6-
dico Puro cuando la parte decimal consta
de una cifra o un grupo de cifras que se
repetira indefinidamente (a estas cifras que
se repiten se les denomina periodo) y se las
indica con un arco encima.

™" Academia Raimondi
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Origen: Una fraccién irreductible originara un
decimal Periddico Puro cuando el denominador
sea diferente de un multiplo de 2 y/o multiplo
de 5.

Ejemplos:

2 _0,666..=0,6
.3

10 _ 0.9090... = 0,90
e 11

35

7:1,296296...:0,?96

*

El nimero de cifras del periodo esta dado por
la cantidad de cifras del menor nimero forma-
do por cifras 9 que contengan exactamente al
denominador de la fraccion generatriz.

Ejemplos:
Al denominador lo contiene "99"
%z 0,6 {(dos nueves), entonces el periodo
tiene dos cifras.

10 Al denominador lo contiene "99"
= 0,90 {(dos nueves), entonces el periodo
tiene dos cifras.

Descomposicion Candnica de los numeros de
cifras 9

Para un facil manejo del calculo del numero
de cifras de un decimal perioédico puro, es
recomendable recordar la siguiente tabla:

9 = 3%
99 11
999 = 3%.37 =27 .37
9999 = 3%.11 - 101
999909 1.271
9999909 % w11 189

I
w
b3

o
w W
[N I A

Il .
... Siempre los primeros
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Conversion de D.l. Periddico Puro a frac-
cion:

Fraccion Generatriz

La fraccion generatriz de un D.|. Periodico Puro
esta dado por el numero formado por las cifras
del periodo, dividido entre tantos nueves como
cifras tenga el periodo.

0.abc

Sea: entonces:

b.2. D. I. Periodo Mixto: Una expresion de-
cimal es periddica mixta cuando después
de la coma decimal el periodo se inicia
después de una cifra o grupos de cifras.
Al grupo inicial anterior al periodo se le
llama parte no periddica.

Ejemplos:
. 0,8333...=0,83

. 159090... = 1590

Origen: Una fraccion irreductible dara origen a
un decimal inexacto periddico mixto cuando al
descomponer el denominador en sus factores
primos se encuentran potencias de 2 y/o 5
y ademas, algun otro factor necesariamente
diferente:

Ejemplos:
7 7 e
- ' 0,590590...= 0,1590
. 44 2214
9 __ 9 _164189189... = 0,64189
. 148 2237

La cantidad de cifras no periédicas del decimal
inexacto perioédico mixto esta dado por la regla
para el numero de cifras decimales de un de-
cimal exacto, y el numero de cifras del periodo
esta dado por la regla del numero de cifras de
un D.l. Periédico Puro.

.- = B @ﬂm[ﬁ }m?fﬂﬁ

Ejemplos:
D P 0eiiEs
148 2%2x37

El denominador, el exponente del factor 2 que
es "2" genera 2 cifras no periédicas y el factor
37 esta contenido por 999 (tres "9") por lo que
genera 3 cifras periodicas.

Conversion de un D.I. Peridédico Mixto a frac-
cion:

Fraccion Generatriz

La fraccion generatriz de un D.1.P. Mixto estara
dado por el nimero formado por la parte no
periodica, seguida de la parte peridédica, menos
la parte no periodica, todo entre el numero
formado por tantos nueves como cifras tenga
el periodo, seguido de tantos ceros como cifras
tengan la parte no periddica.

Ejemplo:
0,29545454...

02054 - 2954-29 2025 13

9900 9900 44
Observe dos nueves y dos ceros.

Academia Raimondi .. Siempre los primeros .
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